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Aufgabe 1: Dichtematrix eines Dreizustandssystems (10 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen, das als Dreizustandssystem beschrieben werden kann. (Beispiele wären
ein Wasserstoffatom, das sich nur in einem der drei 2 1P-Zustände mit den Quantenzahlen n = 2; l =
1;m = +1, 0 oder −1 befinden kann, oder ein Teilchen mit Spin 1.) Der Satz {|+ 〉, | 0 〉, | − 〉} der
Eigenvektoren des Operators L̂z mit den zugehörigen Eigenwerten +~, 0 und −~ bildet eine mögliche
vollständige Basis des zugehörigen Hilbert-Raums. Die Matrixdarstellung von L̂z in dieser Basis
lautet

Lz = ~

 +1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 .

Das Teilchen befinde sich nun in einem Zustand, der in der gleichen Basis über die Dichtematrix

� =
1

4

 2 1 1
1 1 0
1 0 1


beschrieben wird.

a) Warum ist � eine zulässige Dichtematrix? Begründen Sie ihre Antwort.

b) Befindet sich das Teilchen, wenn es durch die Dichtematrix � beschrieben wird, in einen reinen
oder in einem gemischten Zustand?

c) Berechnen Sie den zum Operator L̂z gehörigen Erwartungswert 〈Lz 〉 für das Teilchen.

d) Wie groß ist die Varianz ∆Lz ?
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Aufgabe 2: Dichtematrixermittelung aus Erwartungswerten (10 Punkte)

Eine vollständige Basis für den ein quantenmechanisches Zweizustandssystem beschreibenden Hilbert-
Raum ist z. B. über die Eigenzustände | 0 〉 (mit Eigenwert +1) und | 1 〉 (mit Eigenwert −1) des
Pauli-Operators σ̂z gegeben. Der Operator σ̂z sowie seine beiden Eigenzustände lauten in Matrix-
bzw. Vektordarstellung in dieser Basis

�z =

(
1 0
0 −1

)
sowie | 0 〉 =

(
1
0

)
und | 1 〉 =

(
0
1

)
.

Die die drei Observablen A, B und C darstellenden Operatoren besitzen in dieser Basis die Ma-
trixdarstellungen

A =

(
3 0
0 −1

)
, B =

(
1 1
1 −1

)
und C =

(
0 2i
−2i 0

)
.

Für einen bestimmten Zustand des Systems wurden die Erwartungswerte

〈A 〉 = 2 , 〈B 〉 =
1

2
und 〈C 〉 = 0

gemessen.

a) Bestimmen Sie die Dichtematrix � des zu diesen Erwartungswerten gehörigen Zustandes in der
Basis {| 0 〉, | 1 〉}.

b) Handelt es sich um einen reinen oder um einen gemischten Zustand?

c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung bezüglich der Observablen σz den Wert
+1 zu finden?

d) Berechnen Sie die Erwartungswerte der Pauli-Matrizen, also 〈σx 〉, 〈σy 〉 und 〈σz 〉. Die Pauli-
Matrizen lauten in der Basis {| 0 〉, | 1 〉}

�x =

(
0 1
1 0

)
, �y =

(
0 −i
i 0

)
und �z =

(
1 0
0 −1

)
.

Aufgabe 3: Dichteoperator eines Systems aus zwei Qubits (10 Punkte)

Der Dichteoperator für ein System bestehend aus zwei Qubits A und B, diese Qubits könnten z. B.
der jeweilige Spinfreiheitsgrad von zwei Spin-1

2
-Teilchen sein, ist in der Basis {| 0 〉, | 1 〉} über

ρ̂ =
1

4

[ √
2 | 00 〉+ | 01 〉+ | 11 〉

] [ √
2 〈 00 |+ 〈 01 |+ 〈 11 |

]
gegeben, wobei |αβ 〉 ≡ |α 〉A ⊗ | β 〉B gilt.

a) Bestimmen Sie den reduzierten Dichteoperator ρ̂A = SpB{ρ̂} für Teilchen A.

b) Überprüfen Sie, ob ρ̂ bzw. ρ̂A einen reinen oder einen gemischten Zustand beschreiben.
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