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Aufgabe 1: Bessel-Funktion (40 %)

Betrachten Sie die Besselsche Differentialgleichung

r2 f ′′(r) + r f ′(r) + (r2 − n2) f (r) = 0

mit n ∈N0 , wobeir 7→ f (r), r ∈ [0,∞[ eine reelle Funktion ist. Die einzige Lösung, die beir→ 0
beschränkt ist, ist proportional zur Besselfunktion 1. Art

Jn(r) ≔
∞
∑

k=0

(−1)k

k!(n + k)!
·
( r
2

)n+2k

.

Zusätzlich wird definiert:J−n(r)≔ (−1)n · Jn(r) , d. h. auchJn(r)= (−1)n J−n(r) .

a) Zeigen Sie (z. B. unter Verwendung des Majorantenkriteriums), dass die obige Reihe für alle
r∈R konvergiert.

b) Beweisen Sie die folgenden Rekursionsformeln für allen∈ Z :

(i) J′n(r) = 1
2(Jn−1(r) − Jn+1(r)), speziellJ′0 = −J1(r)

(ii) n
r Jn(r) = 1

2(Jn−1(r) + Jn+1(r))

(iii) J′n = Jn−1(r) − n
r Jn(r)

(iv) J′n(r) = −Jn+1(r) + n
r Jn(r)

c) Beweisen Sie, dassJn(r) die Besselsche Differentialgleichung löst!

d) Beweisen Sie durch vollständige Induktion:

(i)
∫ π

0
sin2k ϕ dϕ = π · (2k)!

22k(k!)2 ; k ∈ N0

(ii) Jn(r) = 1
π
·
∫ π

0
cos(r sinϕ − nϕ) dϕ

e) Diskutieren Sie das Verhalten vonJn(r) für r→ 0 ! Unterscheiden Sie die Fällen= 0, n= 1
undn >1 .

f) Zeigen Sie, dass die Funktion

g(r) =
a
√

r
· cos(r − α) , a, α=const.

die Besselsche Differentialgleichung fürr≫n, r→∞ asymptotisch löst.

Bemerkung: es giltJn(r) =
√

2
πr

{

cos
(

r − π4 −
nπ
2

)

+ O(1
r )
}

.



Aufgabe 2: (30 %)

Gegeben sei ein homogener, isotroper, ungeladener Isolator, in dem sich ebene elektromagnetische
Wellen ausbreiten mögen.

a) Gegeben sei das elektrische Feld

~E(~x,t) = c(2~ex + ~ey) exp i(~k · ~x − ωt), ~k = k~ez, c = const.

Berechnen Sie dazu das Magnetfeld~B(~x,t) und geben Sie dessen Polarisation an.

b) Gegeben sei das Magnetfeld

~B(~x,t) = c(sin(~k · ~x − ωt) ~ex + cos(~k · ~x − ωt) ~ey), c = const.

Berechnen Sie die zugehörige elektrische Feldstärke~E(~x,t) und bestimmen Sie deren Pola-
risation.

Aufgabe 3: Feldmittelung und makroskopisches Feld (30 %)

Schematisch (in nur einer Dimension) bestehe ein mikroskopisches Feld aus der̈Uberlagerung

e = e0 cos(kax − ωat) + E0 cos(kx − ωt)

Der erste Term beschreibe molekulare Felder (e0 = 1011Vm−1, ka = 1/rBohr = 108cm−1), der zweite
eine Welle mitE0 = 1µVm−1, k = 1cm−1. Mitteln sie dieses Feld mit der Verteilungsfunktion

f (x − y) = C exp
(

−(x − y)2/2l20
)

, l0 = 10−6cm

a) Bestimmen Sie die NormierungskonstanteC.

b) Bestimmen Sie das gemittelte (makroskopische) FeldE und interpretieren Sie das Resultat.


