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Differentierbarkeit.
Eine reellwertige Funktiori heil3tdifferenzierbar, falls der Diferentialquotient

f/(X)Z(J)i(mof(X-i_ééX))(_f(X)

1)

existiert. Man nennt’(x) dann die Ableitung vorf im Punktx.
Notation: Die Ableitung wird auch al%(f(x) geschrieben. Ableitungen nach der Zeiterden

in der Physik haufig durch einen Punkt dargestént) = % f(b).
Hohere Ableitungen werden durch mehrere Stribhmkte oden;f—)?n notiert.

Aufgabe 1: Produktregel
Es seienf, g differenzierbare Funktionen uigx) = f(x)g(x). Zeigen Sie, dass drroduktregel
gilt:

h(x) = (fg)’(x) = £/ (x)a(x) + f (X' (X). (2)
Hinwels. Dabei durfen Sie verwenden, dakstetig ist (das folgt aus der Berenzierbarkeit),
dass also liny_o f(X+6x) = f(X) gilt.
Wenn zwei Funktionen einen endlichen Grenzwert haben deGrenzwerte der Summe bzw.
des Produkts der Funktionen durch die Summe bzw. das Prdéukirenzwerte gegeben.

Ableitungen einiger elementarer Funktionen.

Esist
LIV Monome
dx
d ) )
dx expx = expx Exponentialfunktion
d
—Inx=1/x Logarithmus
ax / g
d . )
— SINX = COSX Sinus
dx
d . )
— COSX = —SinXx Cosinus
dx



Weitere Rechenregeln.
Fur reellwertige Funktionem,g und reelle Zahlen € R gilt:

(f+g)(X)=f'"(X)+d(x), Af)(X)=af"(x), (Linearitat) 3)
(go Y (X) =g (f(X)f'(x), (Kettenregel) 4)
(é)/ (x) = f’(x)g((>3 (;);éx)g'(x) . (Quotientenregel) (5)

Dabei ist §o f)(x) = g(f(x)) die Verkettung der Funktionenf undg. Die Addition von Funk-
tionen und die Multiplikation einer Funktion mit einer Zaht punktweise definiert, d.h es ist

(f+9)(¥) = F(x) +9(x), (1F)(x) = 11(x).

Aufgabe 2: Differentiation
Berechnen Sie
a) & cos(X?+ax+ b)

d sinx
b) &%

c) tarf(x)
d) u(x,t), wobeiu(x,t) = Aexgi(kx— wt)] ist
e) & Vinx
f) Hn(¥) = (-1)"exp(®) & expx) fir n=0,1,2
Hinwels: fur die Exponentialfunktion gilt ex exp®) = exp@+b) und exp(0)k 1.

Taylor-Entwicklung.
Fiar unendlich oft dierenzierbare Funktionef(x) I&sst sich die Taylorreihe

Ti(6%) = Z(“ d ©)

n! dxn

von f in 6x um den Entwicklungspunkt hlnschrelben. Oft konvergiert die Taylorreihe und
stellt die Urspriingliche Funktion dar, d.h. es gilt

f(x+6X) = T(6X) (7)

fur gentigend kleinéx. Da sich Potenzreihen wie die Taylorreihe mathematischg#ttbehan-
deln lassen, werden in der Physik haufig komplizierte Famign durch ihre Taylorreihe (oder
die ersten Glieder der Taylorreihe) genéh#tdrsicht: es kann vorkommen, da3s(6x) nicht
konvergiert oder aber gegen eine andere Funktiorf &tsnvergiert.
Beispiele von Funktionen, die sich durch ihre Taylorreimgt Entwicklungspunkix = 0) dar-
stellen lassen:

2

exp) = Z ~ 1+ X+ — (fur xe R.) (8)

(143%™~ 1+ mx+ m(mTl)x2 (fir m> 0 und|x| < 1) ©)
x3 NG

Sinx ~ X_ﬁ’ COSX ~ 1—? (fur xeR.) (20)

Hinwels. Sie konnen diese Entwicklungen durch explizites Einseitz€®) verifizieren. Fur (9)
benétigen Sie den Binomischen Lehrsates )" = 1 (7)x™ <y,
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