2. Welle-Tellchen-Dualismus

2.1. Materiewellen

Die Welleneigenschaften von Materie legen die Suche nach einer Wellengleichung nahe.

Randbedingen flur Wellen sind eine Ursache flur das Auftreten der Quantisierung.

m=) Stehwellen

Ein grundlegender Ausgangspunkt ist die Zuordnung der Energie E eines Teilchens zu einer
Welle mit der Frequenz :

w=UF/h

Die allgemeine Form einer ebenen Welle ist: @D (7“, t) _ ez(kr_Wt)
mit der Phasengeschwindigkeit: ”U¢ —

Die ebene Welle ist im Raum delokalisiert!
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Lokalisierten Teilchen um einen Raumpunkt r entsprechen Wellenpakete.

@D(’I‘, t) — ff(k)ei(EF_Wt)dk Wellenpaket

Fur Teilchen mit einem (in etwa) definierten Impuls ist die Verteilung f(k) nur um einen
kleinen Bereich k=k, von Null verschieden

Beispiel: Eindimensionales Wellenpaket

v(x,t) = [ f(k)e'Pdk b = kx — wt

Der Beitrag zum Wellenpaket von k-Vektoren um einen Wert k=k,, ist nur flr einen
Bereich Ak nennenswert:

do

ko < S

dk | Ak

.. — 1

Anderung der Phase an k=k, Gangunterschied
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Mit% —= r — Cjﬁé < ]_/Ak folgt:

==) Das Wellenpaket ist um einen kleinen Bereich Ax ~ Lk konzentriert.

m=) Das Wellenpaket bewegt sich mit einer Geschwindigkeit VG — Zlﬁé

Zusammenhang mit klassischer
Teilchengeschwindigkeit

V. ist die Gruppengeschwindigkeit <=

dE
Klassisch gilt: U] — dp

. — pdw __ _ d
W B=w— va=hE=ug=%

p = hk = h Es folgt somit die De Broglie-Beziehung!
A (moglich additive Konstante wird null gesetzt)

nsgesamt: | p = hk uwd F = hw
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2.2. Die Schrodingergleichung
2.2.1. Motivation

Welcher Bewegungsgleichung genugt nun das Wellenpaket w(’l“, t) ?

Allgemeine Anforderungen an die Bewegungsgleichung:

1) Die Gleichung muss linear und homogen sein. ™=  Superpositionseigenschaft
Falls A, und A, L6sungen sind, dann auch c;A;+C,\, !

2) Die Gleichung muss erster Ordnung in der Zeit sein.
Der Zustand des Systems ist durch w(?“, t) vollstandig (und fur alle Zeiten) bestimmt.

3) Das Korrespondenzprinzip muss gelten.
Die Struktur der Gleichungen muss fir ,makroskopischere* Systeme in die klassischen

tbergehen.

2 :\ E. Schrodinger (1926)
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In einer Dimension (X) gilt:

Y(z,t) = ff(px>€i(pxx_Et)/hdpx mit — s

2m

Es folgt (Zeitableitung): 1h aw(m t) — fEf(p )ez(pg;x Et)/hdpg;

und (Ableitung 7, wa(x t) — fpr(px)ez(pxw Et)/ﬁdpx

nach x):
B2 (x,t) = [ P21 (pe)eiPer—ED Fp,

Schrodingergleichung

2 92
somit @h%¢($) t) = — he 0 w(aj,t) fur ein freies Teilchen

2m Qx? in einer Dimension
— ﬁ (z 8:10) ¢(£ t)
Formale Zuordnung von Operatoren: FE — ZTLQ
h O
Pz — ? 85’7 “——ebenso fiir y und z!
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Wie sieht die eindimensionale Schrodingergleichung fir die Bewegung eines Teilchens
in einem Potential V(x) aus?

Postulat:

2 72 Schrédingergleichung
zh%zﬂ(w, t) = <_27:Lm 88:132 i V(a:)) W(x,t)| firein Teichen in

einem Potential

kinetische Energie potentielle Energie

Diese Gleichung kann nicht hergeleitet werden, sondern wird postuliert.
Ihre Gultigkeit muss experimentell Gberprift werden!

Tatséachlich ist das Postulat korrekt. Die Schrodingergleichung lautet also:

’ 2
Zh%¢($,t) — Hw(x,t) mit H = —;Lmaajg | V(.CIZ‘)

\in einer Dimension

H ist der Hamiltonoperator (engl. Hamiltonian).
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2.2.2. Die zeitunabhéangige Schrodingergleichung

Hangt H nicht explizit von der Zeit ab (konservatives System), so ist die Gesamtenergie E
eine Konstante der Bewegung.

Mit E = hw muss®(x,t) also die folgende Form haben:

B
W(z,t) = () exp '7*

Einsetzen liefert die zeitunabhangige Schrédingergleichung:

HwE (33) — E’QDE (.CC) V() heisst Eigenfunktion des Operators H.

Zur vollstandigen LOsung eines (zeitunabhangigen) physikalischen Problems muss¥ ()
die Regularitats- und Randwertbedingungen erfillen. Zunachst heisst dies:

1) ¥ g (x) muss stetig sein!

2) Die erste Ableitung von YE(x) muss stetig sein!
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Die zeitunabhangige Schrodingergleichung ist eine Eigenwertgleichung fir den Operator H!

Quantentheorie: Lineare Algebra:
Wellenfunktion Vektor
Hyp(x) = Evyp(x) MvJ = mv
Operator Skalar Matrix Skalar
2 92
Die Eigenwertgleichung fir einen Hamiltonoperator H = —th 88332 I V(LE)

hat spezielle Eigenschaften:

1) E<O Die Eigenwertgleichung ist nur fur bestimmte Eigenwerte E I6sbar.
Das Eigenwertspektrum ist diskret.

m==) Gebundene Zustiande

2) E>0 Die Eigenwertgleichung ist fiir jeden Eigenwert E I6sbar.
Das Eigenwertspektrum ist kontinuierlich,

m==) Ungebundene Zustinde
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2.3. Eindimensionale Quantensysteme
2.3.1. Einleitung

Betrachtung des speziellen Falles der eindimensionalen Bewegung eines Teilchens in einem

allgemeinen Potential V(x):
. 2 92
@h%¢($at) — <_5Lmaax2 | V(:U)) w(ra t)

Stationare Losungen:

W(z,t) = () exp T

Entsprechendes Eigenwertproblem:

Hyp(x) = EYyp(x)

2 2
Im folgenden benutzte Abklrzung: V(m) = QTL—mU(x) und — QE—m
zweifache Ableitung nach x
Somit: Iﬂ” — (U — E) @D Allgemeines zu l6sendes Eigenwertproblem
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Man beschreibt eine beliebige Potentialform V(x) mit Hilfe der Zerlegung in Bereiche

konstanten Potentials V;; (Rechteckpotential):
V(x) 4

V(z) = V;; = const. v beoo L

r; < T <

prl [P — -

Man bestimmt dann die Losungen flr jeweils konstantes
Potential unter der Beriicksichtigung der Randbedingung:

¢/($), ¢(CB) stetig fur alle x.

Allgemeine Losungen fir ein bestimmtes konstantes V;, bzw. U;:

]
S

|
S

De>U;  (x) = etk ki

oszillatorische Losung

]
.
|

2) e < U; Y(x) = eTri® i

exponentielle Losung
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2.3.2. Die endliche Potentialstufe

Man betrachtet folgende Potentialform:

U(x)
U2
U, x>0 U,
U(x)= { I
U, x<0
1
>
X
Fally Up > € > Uy
L&sung im Bereich Il m—) oszillatorsch
Losung im Bereich | — exponentiell abfallend

(z) = { Aqsin(krx + ¢)

Aosefi2? x <0

x>0
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Die Stetigkeit der Ableitung bei x=0 liefert:

k1 cot(op) = ko somit ¢ = arctan(kq/ko)
Die Stetigkeit vony () :
AQ : kl E—Ul
—= = SINn = =\ T
klassisch quantenmechanisch
4 Interferenz von Klassisch verboten

einlaufender und exponent. Dampfung
reflektierter Welle |

Uy = l
> y(X) J
c |- .‘. _<_ _____ /_\_/_—\_K_//——
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Falli) € > Uy

Oszillatorische Lésung im gesamten Raumbereich!

Ansatz: P 1

e 1T L p etF1T x>0

t e thoT x <0
Einlaufende Welle der Amplitudentransmissionskoeffizient ~ Amplitudenreflexionskoeffizient
Amplitude 1 (transmittierte Welle) (reflektierte Welle)

Fur die (Amplituden)-Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten (r bzw. t)
folgt aus den Stetigkeitsbedingungen:

r — % Analogie zur Reflexion und
1 2 Transmission von Lichtwellen
Dk an dielektrischer Grenzflache
t=14+r = —— F Ikoeffizienten)!
-+ 1 ko (Fresnelkoeffizienten)
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klassisch guantenmechanisch

4 auslaufende
Ekin = F Ek:zn = F — VO \V(X Welle
> —> |
) S G o- AAAAP A
C—
U D s 7\4’
o b ]
Interferenz von einlaufender
und reflektierter Welle
X X

Die Beschreibung der Bewegung eines raumlich lokalisierten Teilchens kann man mit
Hilfe eines Wellenpaketes beschreiben:

b(x,t) = [ f(ky)etkaz=Et/R) g,
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Unterschiede zur klassischen Physik:

a) Das Wellenpaket kann auch im Fall U,>e>U, in den (klassisch verbotenen)
Bereich Il eindringen

b) Das reflektierte Wellenpaket erfahrt eine zeitliche Verzogerung (Phasenverschiebung
im Fall einer ebenen Welle)

c) Auch fur den Fall e>U, gibt es eine Reflexion.

Die Reflexionswahrscheinlichkeit R und die Transmissionswahrscheinlichkeit T sind dabei:

k1—k
R = "'“|2 — ‘kll_Hé‘Q
— k21412 4kiko
I'= kl|t| (k1+Fk2)?
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2.3.3. Der unendlich hohe Potentialtopf

AUKX)
Man betrachtet folgende Potentialform: I I : 11
|
|
|
|
Die Wellenfunktion verschwindet :
in den Bereichen | und IlI. I
< ' >
Im Bereich Il existieren oszillatorische L/2 L/2 X
Ldsungen der Form:
— nm Die Eigenfunktionen haben eine
n\x) = COS (—CU) n ungerade =19 _
Yn(z) L bestimmte Paritat: Yn(z) = £¢n(—x)
—_ i nw
@bn(x) = 3INn (Tx) n gerade (Invarianz von U(x) bei Spiegelung!)
quadratische n-Abhangigkeit!
AW
2.2 2 ..2.2
. . . . _ ner — hen“m
Die zugehdrigen Eigenenergieen sind: | €y, = 12 bzw. FEp = >m 2
n=1,223,..
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2.3.4. Der harmonische Oszillator

Das harmonische Potential hat die Form:

U(z) = 1/2mw?z?

Die Eigenenergien des harmonischen
Oszillators sind (Details in Lehrbtichern
zur Quantenmechanik):

E,=(1/24+n)hw

bl
NuIIpunkts/energie lineare n-Abhangigkeit

Die Energieniveaus sind aquidistant! E—0

Die Eigenfunktionen sind ¢n(:v) Hermite-Polynome:

—~1/4

Yn(r) = Il

"nla

e—xQ/QaQHR(Q;/a) a = \/ﬁ/(mw)
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2.4. Der Tunneleffekt
2.4.1. Die Tunnelbarriere

Ein sehr wichtiges Beispiel eines Rechteckpotentials ist der Potentialwall:

U(X)A
> 0 x>1L
m | n | U(a:)z{UO O<xz <L
\ O x <0
>
L X

Fir die beiden Falle € > Up und € < Ug lasst sich eine Transmissionswahrscheinlichkeit T
durch die Barriere angeben:

_ 4e(e—Ugp) — Se — T~
= 4e(e—Uo)+U8 sin2(kL) e > Uo & ¢ = Uo

_ 4e(Ug—e) o
= 4e(U0—e)—|—U§ sinh? (kL) e <Uo k= +Up—e
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Wie in den anderen Beispielen flr Rechteckpotentiale verhalt sich die Wellenfunktion

exponentiell V(x) ~ Ae"* 4+ Be 7 e > Up

oszillatorisch Uv(x) ~ Cetkx —+ De~thz e > Up

Im Gegensatz zum klassischen Fall ist 7' 0 auch wenn e < Ug !l

Das Teilchen kann durch die Barriere tunneln. - Tunneleffekt
U(x) A Totalreflexion
U0
L X T>0
Quantenmechanik Frustrierte Totalreflexion
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2.4.2. Der a-Zerfall

Beim a-Zerfalls ergibt sich das Gesamtpotential aus der sehr kurzreichweitigen
attraktiven Kernkraft und der repulsiven Coulombkraft zwischen den positiv geladenen

a-Teilchen, d.h He-Kernen (Rutherford 1908).

VCoqumb

i / VKern

Tunneleffekt

starke
Kernkraft

Atomkern
Ladung=+Z e

Vi

ot
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2.4.3. Das Tunnelmikroskop

Eine der wichtigsten direkten Anwendungen des Tunneleffektes ist das Tunnelmikroskop.

==) Nobelpreis 1986

Prinzip:
1) Elektronen tunneln durch Vakuum
zwischen kleiner Spitze und leitender Flache
2) Hohe Sensitivitat des Tunnelstroms auf den Abstand
3) Bildgebung durch Abrasterung einer Probe

_________ e
‘ Eu:: _______
= A : e B
E, Bl o+ LIS Ep + v
Er
SpEEir‘nEﬂ Specimen
WACU UM Yacuum
SReCImen
Prinzipieller Aufbau eines STM Energiebander fur Spitze und Probe ohne (links) und mit
(scanning tunneling microscope) (rechts) angelegter Spannung [Interf. Phys. Group, Leiden

[Interf. Phys. Group, Leiden Univ.] Univ.]
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-

Tidye e:{p{— consr.x@d)

cUment 7

distance

Strom-Abstands-Kennlinie

reference high-valtage
prearmplifier voltage amplifier

tip
. cpecimen

Der Tunnelstrom folgt der Abhéangigkeit:
Ir(d) o eV exp (—2—‘/27”'3“/ d)

Bei einem typischen Wert von V=4eV folgt eine
Erh6hung des Tunnelstroms um einen Faktor 1000
bei einer Abstandsanderung von nur 0.3 nm! Dies
macht STM so empfindlich!

STM erfordert eine genaue Positionierung
der STM-Spitze (A-Prazision). Zu diesem
Zweck werden piezoelektische Elemente

eingesetzt.

3 ¥

Feedback-Loop im STM

Piezoelektrika: Prinzip und 3D-Scanner
[alle Bilder: Interf. Phys. Group, Leiden Univ.]

242



Beispiel einiger STM Bilder:

Linescan und Bild von Graphit
[Interf. Phys. Group, Leiden Univ.]
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2.5. Die Unscharferelation
2.5.1. Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

Wie kann der Welle-Teilchen-Dualismus in der Quantenmechanik interpretiert werden?

|¢(T) |2 d3fr gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Teilchen innerhalb d37“ zu finden.

w (’r‘) Wahrscheinlichkeitsamplitude Kopenhagener Deutung von y

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation erfordert:

f "QD(T‘NQ d37“ =1 Normierung der Wellenfunktion

Man schreibt das Wellenpaket als:

V() = [ o(p)er=Pom Lo
/ N :

Wahrscheinlichkeits- Wahrscheinlichkeits- Normierung
amplitude verteilung f. Impuls
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Das Doppelspaltexperiment in der Quantenmechanik

Hinter einer beugenden Struktur (z.B. einem Doppelspalt) weist ein Teilchendetektor
einzelne Punktereignisse nach.

Die gemessene Auftreffwahrscheinlichkeit an einem bestimmten Punkt ein Ereignis zu
bekommen ist jedoch ein Interferenzmuster.

Dies Interferenzmuster baut sich auf, selbst wenn immer nur ein Teilchen die Apparatur
durchlauft.

/N\N\NNSN\

Detektorplatte
20 counts
. | J
<>
Doppelspalt

PPEISP 200 counts

einfallende Quantenteilchen
(Photonen, Elektronen, 2000 counts

Neutronen, ...

245



Eine Interferenzerscheinung klassischer Wellen erklart man beim Doppelspalt durch zwei
Anteile er Welle, die auf zwei verschiedenen Wegen zum Detektionspunkt laufen.

Dieses Konzept ist mit dem klassischen Teilchenbild unvereinbar (siehe Cartoon).

Wenn man eine Interferenzerscheinung beim
Doppelspalt mit Quantenteilchen beobachtet,
ist es prinzipiell nicht méglich zu sagen,

welchen Weg die Teilchen genommen haben.

Beschafft man sich diese Welcher-Weg-
Information (oder ist es prinzipiell mdglich,
diese zu bekommen), so wird keine
Interferenz beobachtet.

Teilchen- und Welleneigenschaften sind
komplementar.

246



Zerflielen der Wellenpakete

Man schreibt das Wellenpaket als:

D) = [ (p)ei(or—ED/R)__dp

~F)3/2
/ . e

Wahrscheinlichkeits- Wahrscheinlichkeits- Normierung
amplitude verteilung f. Impuls

¥ (r) und ¢(p) sind Fouriertransformierte voneinander.

Mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen konnen Mittelwerte der Momente
" und P;TUL berechnet werden (hier: Beispiel eindimensionaler Fall)

(™) = [Y*(x)x"Y(x) dx
(P = [V*(pz)PRp (pz) dpa

Beispielsweise ergibt sich fur{z) (t) :  (x)(t) = (xg) + vot

konstant bei freiem Teilchen

247



oder fur die Varianz:

(Ax)? = (22)(t) — ((z)(1))?

= (Az)3 + kit + (Av)2t2
g N

Konstante 2 0 konstant bei freiem Teilchen

Die obige Gleichung beschreibt das Zerfliel3en eines Wellenpaketes.

Zahlenbeispiel:

Elektron mit Axg ~ 10-10m,
Ax ~ 600 km nach 1 Sekunde

Masse vonl g und Axzg ~ 1 mm
Axr = 2Axg nach 1015 Jahren

Das Zerfliel3en ist flir makroskopische Objekte vernachlassigbar.
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2.5.2. Die Heisenbergsche Unschéarferelation

Aus den Eigenschaften der Fouriertransformation folgt unmittelbar fr die Varianz

Ax und Apy:

s

AxAp; > h/2
AyApy > ﬁ/z Heisenbergsche

Unscharferelation 2

AzAp, > h/2 ]

Das Gleichheitszeichen gilt flr
Gaul3sche Wellenpakete!

Ay/x)?

pip/

Einem Teilchen kdnnen nicht
gleichzeitig ein genau definierter Ort y i

und ein genau definierter Impuls } )
zugewiesen werden! i

(a)

Breite eines Wellenpaketes im x- und p-Raum flr
Gaul3sches Paket (links) und Rechteckpaket (rechts)
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2.5.3. Unscharferelation und Messung

Ortsmessung mit einer Blende:

x

Y

Schirm

Zuordnung einer de Broglie Wellenlange: A = h /p

. R _ — _h
Beugungserscheinung: SIN o« = )\/d — pAzx

Ap: Az ~ psinalzxr = h

Bemerkung: Man kann naturlich den Auftreffpunkt S* und auch p (tGber den Impulstbertrag auf
den Schirm) messen, nicht aber S* und p beliebig genau voraussagen, bevor das Teilchen

aufgetroffen ist.
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Ortsmessung mit einem Mikroskop:

Impulsiibertrag in x-Richtung nach der
Streuung von einem Photon:

/ Apy =~ (h/A)sinf

Ortsauflosung nach Rayleigh:

.
Ax X sin @

somit ALUApg; = h

d.h. nach der Detektion des Photons hat das Teilchen eine Orts/Impulsunschérfe,
die der Heisenbergschen Unscharferelation gentgt!

Ahnliche Uberlegungen gelten fir alle anderen experimentellen Konfigurationen.
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2.5.4. Messprozess und Komplementaritat

Wellenfunktion vor Messung Wellenfunktion nach
der Messung (z.B. vonr) der Messung

wO(Ta t> - QZ(T — 70, t)

Unmittelbar nach der Messung ist r genau bekannt, aber i.A. ist dann auch 7;5 # wO
Die Messung der zu r komplementaren Variablen p verandert r zwangslaufig.

~Ergebnisse von Beobachtungen, die unter verschiedenen experimentellen Bedingungen
gemacht werden, kbnnen nicht notwendig in einem einheitlichen Bild zusammengefasst

werden.”

Fragestellung:

« Was bedeutet die Wellenfunktion ¥ (r,t) wirklich?

* |st die Beschreibung der Naturvorgange durch die Quantentheorie vollstandig?

» Lassen sich die statistischen Aussagen der Quantentheorie durch verborgene
Parameter erklaren?
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2.5.5. Welle-Teilchen-Dualismus im Licht der Komplementaritat

Das Doppelspaltexperiment:
A Po I
X
d |
D

einfallende Doppelspalt Photoplatte oder
Teilchen Kamera

Welle- und Teilcheneigenschaft sind zwei komplementare Aspekte, die bei unterschiedlichen
Versuchsanordnungen zu Tage treten.

d _ hd

Impulstbertrag auf den Spalt: Apx ~ pOE =D

Damit noch Interferenzstreifen sichtbar sind muss gelten: Ax < )\%
mmp ATApg < b nicht méglich!

Welcher-Weg-Information zerstért die Interferenz!
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