7. Reale Korper
7.1 Aggregatzustande

Ausgedehnte, makroskopische Kdrper kdnnen in verschiedenen Zustanden vorliegen.

Die Aggregatzustande sind Zustande verschiedener Ordnung von den Konstituenten
(Atomen, lonen, Molekiilen) der Korper:

a) fest: Jedes Atom nimmt einen festen Platz 7; = n;1a1 + n;oao + n;3as ein.
b) flussig: Es besteht keine feste Anordnung der Atome mehr, wohl aber eine Korrelation

c) gasférmiqg: Die Konstituenten sind frei beweglich.

Generell bezeichnet man Kdper als homogen, wenn ihre makroskopischen Eigenschaften
vom Ort unabhangig sind und als isotrop, wenn Richtungsabhangigkeit besteht.




Cartoon-Darstellung der Molekule/Atome in:
einem Gas (a), einer Flussigkeit (b) und einem Festkdrper (c)

[Gerthsen Physik]

Korrelationen zwischen den nachsten Nachbarn bleiben auch in einer Flussigkeit
noch erhalten!



Ein Beispiel makroskopischer Eigenschaften ist die Dichte.

Def.: Dichte = Masse / Volumen

_ kg

_m o] = —=

Rechts: Dichte einiger Stoffe

Stoff Dichte in g/cm3
[esen | 788 |
Blei 11,34
Kupfer 8,96
Gold 19,30
Aluminium 2,70
Zinn 7,30
Silber 10,50
Messing 8,50
Holz 0,70
Steingut 2,40
Wasser 1,00
Alkohol (rein) 0,79
Ol ca. 0,81
Benzin ca. 0,70
Luft 0,0013
Helium 0,000179
Kohlenstoffdioxid 0,001977
Sauerstoff 0,001429
Wasserstoff 0,00009




Die Krafte beim Kontakt makroskopischer Korper (Kontaktkraft) sind auf die Krafte
zwischen ihren Atomen zurtckzufthren.

Ein typischer Verlauf der potentiellen Enerige Ep In Abhangigkeit des Abstandes
zwischen zwei Atomen wird durch das Lennard-Jones-Potential gegeben.
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7.2 Deformierbare feste Korper

FUr einen makroskopischen Korper gilt fiir die Kraft bei einer Langenanderung A, das

Hooksche Gesetz:

dx F

» P
L <

A

g = Querschnittsflache

N
Def.: I ist das Elastizitatsmodul. [F] = —
m
F N
Def.. Druck: - — _ — Pa
P A [p] m2

Feder:

>
|

—RI

deformierter Stab:

. AL
F:_E.Q.T

Bem.: 1 hectoPascal
= 1 millibar



Weitere Grol3en zur Beschreibung der Deformation von Festkorpern:

Def.: Zugspannung g:E:E.ng.e [U]:E
q L m?
AL
mit € = - relative Dehnung

Die Linearitat zwischen 0 und € qilt nur Gber einen bestimmten Bereich.

nicht-linearer nicht-elastischer Bereich
O 4 Bereich (plastische Verformung)

\ -
\ Reil3en
<«

linearer (Hookscher)
Bereich

\ 4



Def.: Kompressibilitat £

AV _ 1 AV N m’
Vv  k V

r = Kompressionsmodul

p=-—-K-

Krafte, die tangential an der Flache eines Koérpers angreifen, heiRen Scherkrafte.
Man definiert bei der Scherspannung t (Scherkraft pro Flacheneinheit)
das Scher- oder Schubmodul G.

—

Scherspannung 7

Def.: Scherspannung: 7 = G - « (fir kleine Winkel o) [G] — N/(m2’rad)




Beispiel fir Scherkrafte: das Raster-Kraftmikroskop

In einem Rasterkraftmikroskop wird eine sehr kleine Spitze, ,cantilever®, (Spitzenradius
wenige nm) Uber ein Substrat geftihrt. Die Wechselwirkung mit der Oberflache flhrt zu
Scherkraften (wenige pN), die als Verbiegung der Spitze detektiert werden.

(H) quadrant (h) 1 —— repulsive
N | photodiode , laser ———
. ————  ——intermittent
2 —contact contact
S O0fp-f-—----T---—-o-o o
cantilever
attractive
sample surface Distance ]
©) — (@ E
contact mode intermittent contact mode
Anwendungen: Abbildung mit bis zu atomarer Auflésung

Messung kleinster Krafte (z.B. in der Biophysik)
Nanomanipulation



Weiteres Beispiel: Torsion eines Drahtes.
Eine Torsion um einen Winkel @ bewirkt ein riicktreibendes Drehmoment

langer, dinner
Draht

Wie beim Hookschen Gesetz ist:

Fx F=D= —D,-p-w D,. heif3t auch Richtmoment.




Beispiel: Die Erde als deformierbarer Kdrper
Ein makroskopischer Korper, der elastisch verformt wird, ist die Erde.
Zweierlei Krafte wirken:

1) Die Zentrifugalkraft bewirkt eine Abplattung der Erde.

2) Die Gravitationskraft von Sonne und Mond verursacht Gezeiten.

P~

g0 83mvs’

Die Verformung und die Fliehkrafte
bewirken eine Variation der
Erdbeschleunigung entlang der
Erdoberflache.

i "re, 03 mis)



Warum gibt es zweimal am Tag Ebbe und Flut?

T ~ 1
iy, Mond |
. (r+ r:E]E
S Gy,
. =
' - Gy,
- i I:.l"—]"E:l2
g - AZecn [Gerthsen Physik]

Das Uberwiegen der Zentrifugal-
bzw. der Gravitationskraft fuhrt
zu zwei Flutbergen, unter denen
sich die Erde alle 24h hindurch
dreht.

Die Gravitationskraft der Sonne
kann die Flutberge verstarken
(Springflut).

Nur im Schwerpunkt des Massensystems Erde/Mond
ist die Gravitationskraft gleich der Zentrifugalkraft!

Erde

Fliehkraft
Erd-

mittelpunkt

Pol-Achse

Massen-

Erd-Mond-
Achse

Madirflut

-+ +
Ebbe
Ebbe

Schwerpunkty £

ca. 27

- Fotationszeit:

Tage

Anziehungskraft

Fanitflut

O
N

Mond



7.3 Hydro- und Aerostatik

7.3.1 Gleichgewicht und Druck
In Flussigkeiten und Gasen kénnen Volumenelemente frei verschoben werden

(evt. mit Reibung).
Im stationdren Zustand (Statik) kann sich so ein neues Gleichgewicht einstellen.

Bsp.: Rotierende Flussigkeit A

Die Tangentialkrafte am Punkt P sind
Im Gleichgewicht null.

—

F’,, steht senkrecht auf der Oberflache.

Volumenelement Am

Somit;
Am-w?-z w2z -
tan o = =
Am - g g
dy w?-z
tana = =
dx g [Gerthsen Physik]
1w?
= y(r) = s— 2"+ 29 Rotationsparaboloit




F
Der Druck ist die Kraft pro Flache: p = 1 lF |

Der auf ein Volumenelement wirkende Druck setzt D
sich wie folgt zusammen:

y dV = dxdydz
‘ j Z 0
p P+ —pdx
l Ox
X
dA = dydz
Die resultierende Kraftkomponente in x-Richtung ist:

F, =pdydz — | p+ @daj dydz = —@dv
ox Oz

Insgesamt gilt also:

F = (-Vp)dV




Wegen der freien Beweglichkeit ist die Gesamtkraft auf ein Volumenelement null:

Wenn das Eigengewicht des Volumenelements vernachlassigt wird ist also:

F = (—Vp)dV — 0 somit Vp =0 d.h.p=const.

Dieser Effekt kann in der hydraulischen Presse genutzt werden:

Fy = F1—

[Gerthsen Physik]



Berlcksichtigt man das Eigengewicht des Volumenelements im Schwerefeld der Erde,
so folgt fur das Kraftegleichgewicht:

Druckkraft Schwerkraft

d

Fur Flissigkeiten ist die relative Volumenanderung bei Druckanderung

1 dV

x = —— - — sehrklein, d.h. hangt nicht von z ab.
vV dp phang

Es folgt: p(z) = p(zo) —zpP-g T T

Hydrostatischer Druck h

il
Ph

oder im nebenstehenden Beispiel: l \
p(h) = p-gh i

[Gerthsen Physik]



Man kann auch schreiben:

p(h) = gphAJ/A=gM/A T T

M = Gewicht der ,Wassersaule“

Beisp.: Eine Wassersaule von 10m Hohe erzeugt einen Druck von p = rgh
= 10° Pascal = 1 bar = 0,986 atm. In 10 km Tiefe herrscht also ein Druck von 1000 atm.

Die gesamte seitliche Kraft (in y-Richtung) auf die Aulenwand des obigen Zylinders
mit Umfang U ist dann:

dFy, =U-dz-p(z) =U-dz-z-p-g
1
= Fy(2) = §'U'P'9'h2
Die Belastung der Wande nimmt also quadratisch mit der H6he zu.

Dies ist z.B. bei Staudammen relevant.



Fur Gase ist die Dichte p nicht mehr konstant, jedoch das Verhéltnis p/p

Letzteres ist das Gesetz von Boyle-Mariotte (Konstanz des Produktes aus
Volumen und Druck) und wird in der Thermodynamik behandelt.

p/p — pO/pO — ConSt‘ lg rho/(kg/m™3)
-12 -10 -8 -6 —4 -2 o
,00 600 J I I | | IDruclk (l:o ) I I |
= dp:—p-g-dzz——-p-g-dz _ Dichte (log)
Po
500
Es folgt die barometrische Hohenformel:
400
rQ
o L0 gy
p(z) =po-e ¥o E
« 300 |
=
200

Die rechte Abbildung verdeutlicht den
Zusammenhang in einer logarithmischen

Darstellung. 100 |-
[Wikipedia]




Der Druckgradient in einer Fllssigkeit oder in einem Gas bewirkt den Auftrieb.

Auf ein beliebiges Volumenelement wirkt die Kraft: dF' = —Vp-dV

Im homogenen Schwerefeld (in z-Richtung) kompensieren

1'},
Stone

7,

sich die seitlichen Krafte und es existiert allein ein W 2
Druckgradient in z-Richtung. N B
A
dp A
dF = —Vp-dV = — == . 3.4V
0z
A (a)
In einer Fllssigkeit folgt mit: .
p(2) =po—pri-g-2
somit
dt' = ppi-g-2-dV = —g-pp;-dV
(b)
Es ergibt sich die Auftriebskratft: —
Fa=-g- /pFl -dV = —-Gpi €y

v /

/

;‘:IF
Wood
F

£

Gewicht der verdrangten Flissigkeit

(c

[Halliday]



In Worte gefasst bedeutet die Formel fur die Auftriebskraft:

,Die Auftriebskraft eines Korpers ist gleich der Gewichtskraft des von ihm verdrangten
Wassers.” (Prinzip von Archimedes, ,Heureka!*)

Archimedes erfand eine Vielzahl von Maschinen:

287-212 (211?) BC Archimedische Schraube »Spiegelwaffe*

Ein Korper schwimmt, falls Gkerper < G Fi

Beispiel: Eisberg _ _ _
: . _ Lka/dm3 10% eines Eisbergs ist oberhalb
Dichte von Eis: pe = 0,95kg/ . der Wasseroberflache

Dichte von Salzwasser: pg = 1, O5kg/dm3




7.3.2 Grenzflachen

Die Grenzflache einer Flissigkeit bedeutet eine Symmetriebrechung.

resultierende Anziehungskraft

Kompensation der Wechselwirkung mit anderen Molekiilen

[Gerthsen Physik]

Es muss Arbeit geleistet werden, um ein Molekul aus einer Flissigkeit zu entfernen:

AW = F - Ax

AW J kg
AA B B

Def.: Oberflachenspannung 5 —




Die Oberflachenspannung O kann direkt Gber eine Kraftwirkung gemessen werden.

Die Lamelle bewirkt eine Kraft auf den beweglichen Bigel.

AW =F -Ax =0 2L -Azx

[Gerthsen Physik]

Beispiel 1: Wasserlaufer

Das Eindringen der Beine
des Wasserlaufers ins
Wasser um ein Stlick h
kostet mehr Energie als die
Reduktion seiner
potentiellen Energie im
Schwerefeld.

(a)
[Gerthsen Physik]



Beispiel 2. Aufblasen zweier Seifenblasen /\

Ventil
v
@
Energieminimierung durch Oberflachenverringerung 1 Venil
t
) ent
AW = o0-AA=0c-2-4n [r* — (r — Ar)?] - 6,1»’ -
~ o0-2:4m-2-r-Ar
v
B A
Energiebedarf bei Volumenverkleinerung
gegen den Druck p: \Seifenblasen
AW = Ap-dnr?-Ar=0-2-47-2r-Ar
4o
= Ap = —
r

Bei einer kleineren Seifenblase entsteht ein groRerer Uberdruck!
Apz > Ap;




Die Betrachtungen kénnen auf andere Grenzflachen (nicht nur fliissig-gasformig)
ubertragen werden.

Def.: Grenzflachenspannung

Oik

AW J N
AA m

m?2

Die Grenzflachspannung beschreibt die Energiednderung pro Grenzflachenanderung.

Bei flissig/gasformigen Grenzflachen ist 0;, immer grof3er null.

3 Wand

1 Dampf

2 Flissigkeit

[Gerthsen Physik]

Beispiel: Wasser
013 — 023 — 012 cos 6

Zunahme der Grenzflache fest-flissig energetisch
gunstiger, d.h. konvexe Oberflache der Flissigkeit
(benetzende Flissigkeit)

Gegenbeispiel: Quecksilber

Zunahme der Grenzflache fest-fliissig energetisch
ungunstiger, d.h. konkave Oberflache der Flussigkeit



Die unterschiedlichen Grenzflachenenergien fuhren zum Kapillareffekt.

Die Steighthe Ah kann wie folgt gewonnen werden:

Druck an Grenzflache (wie bei Seifenblase, aber nur eine Grenzflache):
20 20

p = — =-—cosO
r r

Kraftkomponente in vertikaler Richtung:

dF, =p- dAcos«

Projektion auf horizont. Flache

Gesamtkraft aller Flachenelemente; - dA

F, =p-mr? = 20mrcos ©

Im Gleichgewicht: |
F, =20mrcos® = Fg =mg = ,07T7°2hg [Gerthsen Physik]
20 cos ©
= h=—""—
r
PT9 | steighohe




. . o . 20
Bei vollstandig benetzenden Flissigkeiten ist =0 und somit: ) = ——

pTyg
Dieser Zusammenhang kann auch direkt aus der Energieerhaltung abgeleitet werden:

® -J Potentielle Energie der Flussigkeitssaule
S
= --T— mg-h = (prr?h) - gh
o ; .
Steighoh
§ h (Steighchel Energiegewinn durch Verringerung der Flache der
o l die Kapillare benetzenden Flissigkeit:
—
o-2nrh
H,0 | | 2%
Gleichsetzten liefert: h = —
PTyg

Beispiel: Steighdhe einer Wassersaule (s = 0,0728 J/m?, Q = 0,35 rad, r = 1 kg/m3)

Kapillarradius Steighdhe
1m 0,014 mm
1cm 1,4 mm

0,1 mm 14 cm




7.3.3 Grundlagen zu Stromungen

Die Hydro- und Aerodynamik beschreibt die

Bewegung von makroskopischen Flissigkeiten
oder Gasen.

Man betrachtet oft die Bewegung (7, t)
eines kleinen Volumenelements AV

MOgliche auftretende Krafte:

e Druckdifferenz [, = —=Vp- AV

[Gerthsen Physik]

 Schwerkraft Fo=Am-g=p-g-AV

* Reibungskrafte F'p  (konnen vom Ort und der Strémungsgeschw. 1 abh&angen)

» weitere aul3ere Krafte (elektronische, magnetische, etc.)

Newtonsche Bewegungsgleichung fur ein Massenelement:
-, du



Der Weg F(t) den AV durchlauft heiRt Stromlinie.
Eine zeitunabhangige Strémung mit %(7, t) = %(7) heift stationire Strémung.

Beziiglich der Reibung unterscheidet man verschiedene Regime:

Reibungskrafte F'r vernachlassigbar <) F'r dominiert
L

ideale FlUssigkeiten reale FlUussigkeiten zahe Flussigkeiten
Beispiele:

. ideale Flussigkeiten (Luft um makroskopische Objekte (Autos, Flugzeuge)
. zahe Flussigkeiten (Sirup, Glas, Wasser, Luft um kleine Korper wie Insekten)

Laminare Stromungen: = Stromlinien durchmischen
sich nicht.

Turbulente Stromungen: === Stromlinen durchmischen
sich.




7.3.4 Wichtige Gleichungen der Stromungstheorie

Stromung einer Flissigkeit durch eine sich verengende Rohre:

P1 Am =p-AV
3 ( ;vl' \ ) P2
k: CL.. i i
: v Ul LU
_ i
Cl.%‘l

[Gerthsen Physik]

Die pro Zeitinkrement durch die Flachen stromende Masse ist:

dM dV d$1 daﬁg
——=p1—=p1- A= =y Ay—> =0
a PV TP TR R
Massenerhaltung
In inkompressiblen Flissigkeiten ist P11 = P2
Damitist Ay - Uy, = Az -ugy, oder ji . = jo,
Def.: Strom- oder Flussdichte 7 — T [_)] — kg




Allgemeines Stromungsproblem:

Normalenvektor

Flachenelement

Stromungs-
geschwindigkeit

—

U beliebiges Volumen

Durch Ein-/Ausstromen entsteht eine Massenanderung innerhalb des Volumens:

dm=p-u-n-ds=p-u-ds

Fur die Massenanderung der im Volumen enthaltenen Gesamtmasse folgt:

M o
_aﬁ—t: p.g.d*:/j.dg
S

/S

Randflache des Volumens



Nach dem Satz von Gaul} ist:

/p-u-d

T §’:/div(p-ﬁ)dv

S

=~ = /atpdV /div(p-ﬁ)dV

Es folgt:

dp
ot
dp
ot

+ div(p-u) =0

—|—d1V] =0

Kontinuitatsgleichung

| | . dp
Fir inkompressible Flissigkeiten | — = 0] folgt:

div j = div @ = 0

ot




Energieerhaltung bei stromenden Flussigkeiten:

P1, 1 Am = p-AV
- AT P2, P2
| s |All1|| \ i ‘:;4
| g 'I.: E e O
\e T el
> dZISQ
dazl

[Gerthsen Physik]

Energie um Volumenelement AVium Az zu verschieben:

AWy =F-Azy =p1-A1- Az =p1- V1

Energie um Volumenelement AV5 um Axs zu verschieben:

AWs = Fo - Axg = pa- Az - Axo = po- V2

Der Energiedifferenz muss eine Veranderung der kinetischen Energie entsprechen:
1 2 1 2

p1- AV + §Am-u1 = po - AVy + §Amou2

1 1
pl'AV1+§Pl'AV1°U%=p2°AV2+§p2°AV2'U§



Bei inkompressiblen Flussigkeiten ist

AVy = AV, & p = const.

= p1+ 5 PUL = P2 -+ 5 PU2
1 2
D _|_ §pu = Do = const. Bernoulli-Gleichung

Po — P heildt Staudruck = Pg

L,
P = Do — §pu = Po — Ps heil’t statischer Druck.

Verallgemeinerung im Schwerefeld:

1,
p+ 5 Pu + pgh = const.



Zur Messung des statischen Druckes:

Im Bereich des kleineren Durchmessers
muss die Stromungsgeschwindigkeit
groRRer sein, daher ist der Druck Kkleiner.

Statischer Druck P — pgh In einem Pitot-Rohr kann die Strémungs-
geschwindigkeit gemessen werden Uber:
Pp
1 2
Po — P = 510“

Po

Gesamtdruck
[T. Lohse]



Aufbau einer Pitot-Sonde (Prandtlsches Staurohr):

MelBwertwandler

r = Dichte
WV = Geschwindigkeit
P = Druck
statischer
Druck
| ) Heizung
/ k
V —

[T

Pitot-Sonde an einer Boing zur Messung der
Stromungsgeschwindigkeit

Flugzeugpitotrohr
{mech.Variante)

[Wikipedia]



In realen Flussigkeiten treten Reibungsverluste auf.

Molekdile die in einen anderen Stromungsbereich diffundieren andern dort die
Geschwindigleit, d.h. auch den Impuls anderer Molekile. == Kraftlibertragung

0
df, = —n-dydz - a—;(xl)
dfs = —n-dydz - %(xz) /l
ox "
_,__Hﬂ-------ﬁ \
bt
dx i

Dabei wird die Reibungskraft durch einen temperaturabhangigen Koeffizenten beschrieben.

_N-s

Def.: Zahigkeit oder Viskositat 7] n] = = Pascal - s

m?2




Das Stromungsgefélle in x-Richtung verursacht also auf ein Flachenelement dy - dz
die Kraft

ou ou
AFp=n-dy-d T=x r - A lrx=x
R 77 y Z(@ | 0+d 5,3:‘ O)

0
Taylorentwicklung von v (x) @ u(z) =~ u(xg) + —u(xo) -dx

ox

0%u 0.,
= AFRzn-dy-dz-w(xo)-dx:n-dv- 52

Somit folgt flr die Gesamtkraft (durch Reibung in alle Richtungen):

0%u | Pu  0%u
Frp = ”/(ax2+a M) dV—n/AudV

v




Die Gleichung kann angewendet werden, um das Stromungsprofil zwischen zwei
parallelen Platten zu berechnen:

1

p(z +dz)
z) dz

p(

L )

[Gerthsen Physik]

/

| x
31 dV =dx dydz

dF’,

dF'p

d
Es ist —U(O):O = Clzo

dx

also

d
Kraftauf dV: dF, = —dx-dy- d_zz? -dz
d2
Reibungskraft: dFp =n-dV - —Z
dx
Im Gleichgewicht ist:
d?u dp
= 7 - dxdydz - 2 —dxdydz£
diu _ _1ldp
dz?2  ndz
. 2 d
Integration: u(x) = 5 : d_i +c1x + ¢
d® d
Z



Ahnlich lasst sich das Stromungsprofil in einem Rohr messen.

Kraftauf dV: dFp =772 - Ap Ap =ps — p1
A
. du
Reibungskraft: df'g = —n-27r- L - T
r
du r
= - = —_—_.A
dr 2nL b
72 A
u(r) = L P+ Co
R2— 2
Mit w(R) =0 = u(r) = 477; . Ap

[Gerthsen Physik]



Die Flussigkeitsmenge, die pro Zeit durch einen Hohlzylinder fliel3t, ist:

2
d_V =2rr-dr-u = mr dr

2 2
A
dt L (T r)A

Durch Integration folgt

R
T R*t A
V:t-/Zﬁrudr: e
8N L
r=0
Allgemeiner also fir die Flussstarke | — ?
R
I = 7T8 -Vp Gesetz von Hagen-Poiseuille
n




Ein weiteres phanomenologisches Gesetz gibt die Reibungskraft auf umstromte
Flissigkeiten an:

Fr=—6mnr-u Gesetz von Stokes

FUr eine in einem viskosen Medium
fallende Kugel folgt also

4
(p=pp)- 5’ g=6mnr-u

2 r2 ruhende
— u=75-9g: ?(P — PFL) Fliissigkeits-
saule

Anwendung: Messung von 1 Kugelviskosimeter




Viskositaten einiger Flissigkeiten

Substanz yin 10 FPas rin [0 fm3 s
Glas (400 C) =10 ~ 1"

Eis (=20 () = 10" = 1

Teer = 10" = 1

Lava (1300 - 1600 C) " 10 TILEEERII
Honig 3000 3

Glycenin (wasserirel) 1500 .19
Rizninusol Q90 1.03
Mineralol i Mitelwerr) 440 0,42
Olivenal 84 0.0u2
Schwelelsdure Al (.01 5
Quecksilber 1.35 000114
Ethylalkohol 1.21 (0,000 51
Wasser 1.010)2 0.001 004
Tetrachlorkohlenstafl .96 L G0
Benzol .65 0,000 74
Ethylither .24 (L0000 34
Argon (.022 (0.012
Sauerstoll 0.0204 (L0153
Helium 0020 (115
Lufi 0.0179 (0.0146
Sickstolf 076 00152
Kohlendioxyd 00147 (0080
Methan 0.011 001635
Wasserstof] (NS 8 (1. 14}3



7.3.5 Turbulenz und Auftrieb

Die Bernoulli-Gleichung kann zur Erklarung des Auftriebs herangezogen werden.

Auftrieb

Profil einer Tragflache

groRere Geschwindigkeit —— geringerer Druck

kleinere Geschwindigkeit —— hoherer Druck

[Gerthsen Physik]

Ebenso Magnus-Effekt

Auftrieb
groRere Geschwindigkeit — geringerer Druck
2 (wg. Reibung u. Drehung)
. kIeinere_Geschwindigkeit ——> hoherer Druck
— —\_______ (wg. Reibung u. Drehung)

[Gerthsen Physik]



Die obigen Uberlegungen galten fur laminare Stromungen.
Stromungen in Luft (Aerodynamik) sind i.A. turbulent.

Turbulenzen dominieren den Reibungswiderstand in der Luft.

Es ergibt sich phanomenologisch als Reibungskratft:

P . . .
FR =Cw * = -u2 A Mit dem Cw - oder Widerstandsbeiwert.
/7‘2 LN
Dichte  Strébmungs- Flache

geschwindigkeit



Der c,-Wert hangt insbesondere auch von von der Form des umstromten

Gegenstandes ab. Der c ,-Wert kann z.B. im Windkanal bestimmt werden.
Typische cw-Werte von Querschnittsformen

Wert Form

1,33 Halbkugelschale, konkave Seite, Fallschirm
1.1 runde Scheibe, quadratische Platte

0.8 Lkow

0,73 Mensch, stehend

0,7 Motorrad, unverkleidet
0.6 Gleitschirm im Normalflug
0.5 Cabrio offen, Motorrad verkleidet

0,45 Kugel (Re<1,7=1005)

0,18 Kugel (Re=4,1=105)

04 Durchschnittlicher Roadster
0,34 Halbkugelschale, konvexe Seite
0,30 moderner, geschlossener PKW
0,20 optimal gestaltetes Fahrzeug
0,08 Tragfligel beim Flugzeug

0,05 Tropfenform, Stromlinienform

0,03 Pinguin [Wikipedia]



8. Der Starre Korper
8.1 Tragheitskrafte, beschleunigte Bezugssysteme

Zwei mit konstanter Geschwindigkeit zueinander bewegte Bezugssysteme heil3en
Intertialsysteme.

Intertialsysteme sind flr die Beschreibung physikalischer Gesetze aquivalent!

Zwischen Inertialsystemen gelten die folgenden Transformationen:

—

7(t) = x(t)é, +y(t)ey + 2(t)e. = a' (t)éy + Y (t)é, + 2 (t)é,

” = (z — vyt)éy + (y — vyt)éy + (2 — vyt)é,




Ahnliches gilt fur:

Ft) = $(0)és + . =/ (H)éw + by = u ;
= (T — vy )€y + Die Basisvektoren
andern ihre Richtung nicht!
vV = U — 1
Analog:
a = a
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Befindet sich ein Beobachter in einem beschleunigten Bezugssystem ( vy # 0 ), so
muss er Scheinkrafte einfiilhren, um seine Beobachtung in Einklang mit den
Beobachtungen eines ruhenden Beobachters zu bringen.

A




=wxejfirj=uz,y,2

dt
= u:—cD’Xa:’éx/—cD'Xy’éyz—(D’xz’ézr:—LD’XT’:JJ’XT
Somit:
— 7 — —
V=V 4+wXr




Fur die Beschleunigung folgt dann

dv

a =

+OoXvU

+d X [v +d x 7]
v+ & X (& X F)
w+d X (X D)

Mit:

Coriolisbeschleunigung

Corioliskraft

Zentrifugalbeschleunigung

ﬁZF = 2md& X (F X J) Zentrifugalkraft




8.2 Massenschwerpunkt und Tragheitsmoment

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunkten (pl, e pN) deren relative Lage f}j
sich nicht verandert.

Def.: Die Dichte eines Volumenelementes AV eines Korpers ist:

_ am []_kg
P=Ay W=

ms

Die Gesamtmasse eines starren Korpers ergibt sich (im Grenzwert N>>1) zu:



Def.: Der Massenschwerpunkt eines Korpers ist

1 1
rg = M/r-dm:M/r-p(r)dV
1% 1%

1
\%

p(r)=const

Ein Korper mit konstanter Dichte heil3t homogen.

Y1
— —

Ti = Ts T Tis

X

n
»

Differentiation liefert die Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ort r;:



da |r:5|* = const

d L
— &(Tis : 'ris) = 2- T'isVis — 0
1st 7:;3 1 17@'5

somit kann man v;, schreiben als

d—; — — —
—Tis = Ujs = W X Tys

dt

v; = 275+(63X7:;8)

,Die Bewegung eines starren Kdrpers setzt sich zusammen aus einer Translation des
Schwerpunktes und einer Rotation um den Schwerpunkt.*

Die Rotation und Translation haben jeweils 3 Freiheitsgrade

Ein starrer Korper hat 6 Freiheitsgrade der Bewegung!




Wirkung einer Kraft /' auf einen starren Korper:

vE [Gerthsen Physik]

Das Kraftepaar ﬁ und F bewirkt ein Drehmoment [ — r X F

F"" bewirkt eine Translation.



Bsp.: Bestimmung des Schwerpunktes:

Stabile Lage

D=7Fxm-g=0 7 g

D| = |flmgsin ¢

In der Ruhelage verlauft eine von einem beliebigen Aufhangungspunkt nach unten
verlangerte Line durch den Schwerpunkt.

Aufhdngung an 2 Punkten — Bestimmung des Schwerpunktes



Die kinetische Energie eines Massenelementes dm eines um die Achse A rotierenden
Korpers ist

1
dEK=§~dm-v2 2. W2

=~ .dm-r2.
5 dmeri W

Somit ergibt sich fur die gesamte Rotationsenergie

1 1 1
Ba= [ glruPu? dm=5o? [ dm = 5o? [17afpav
Vv Vv

[Gerthsen Physik]

Def.: Tragheitsmoment | — /rﬁ_ dm = /rip AV [I] = kg-m?
1%

Somit ist die Rotationsenergie:

1
Erot = §Iw2




Der Drehimpuls L bzgl. der Rotationsachse ist:

L=/7’l>< dm'ﬁ’:/riwdm:]-w

1 L?
Fpot = 5+ —
2 1
Das Tragheitsmoment | um eine beliebige Achse A lasst
sich aus dem Tragheitsmoment I bzgl. einer zu A

parallelen Achse A’ durch den Schwerpunkt berechnen.

I = /|?ﬂ\2dm:/|?’—|—ﬁ|2dm
1%

v
712 . o o [Gerthsen Physik]
= /|7°| dm+2a/r dm + a /dm
v

|4 |4

— [, 4+a* M

= 0 da bezogen auf Schwerpunkt
Steinerscher Satz!



Starrer Korper auf schiefer Ebene

—

M-g-r-sinaa = Drehmoment um A
= L=U+Mr? o

Somit folgt fur die beschleunigte

Schwerpunktsbewegung:
d?s , g- sina
[ . w e
2 Is i ¥
dt 1+ w7 Y Mg

[Gerthsen Physik]

Die Translationsbeschleunigung ist im vergleich zu einem Massenpunkt derselben Masse
reduziert um:

S

b=1
i Mr?
Es ist:
Vollzylinder b = 3/2 g =2/3¢g-sina
: L ;o : Die Kugel rollt
Hohlzylinder b = 2 g =1/2¢g- sina am schnellsten!

Kugel b = 7/5 g =5/7¢g-sina



Bsp.1l: TrAgheitsmoment eines Zylinders bzgl. z-Achse:

I = /r2dr=/r2h-p-rdgp

J
R

- /h.p.27r.r3 dr = gh-p-R4: ~R2
0

Bsp.2: Tragheitsmoment eines sehr diinnen Hohlzylinders bzgl. z-Achse:

I = /h-p-27r7°3dr:gh-p[R4—(R—d)4]
R—d
d<<R =~ zh-p[R4—R4(1—4i)]
2 R
= 27h-p-R%-d

— | M- R?




Bsp.3: Tragheitsmoment einer Kugel bzgl. z-Achse:

™ ™

R
I = ///ri-p-ﬁsin@drd@dqﬁ

r=06=0 ¢=0

/

r

™ ™

(rsin@)?-p- rsinddrdo deo
=0

0=0 ¢

T

1 2
= ng527r /(Sin9)3 df = =M R?

0=0



Bewegungsgleichung der Rotation eines starren Koérpers um eine raumfeste Achse A
(ein Freiheitsgrad ¢ der Bewegung!)

dw d?
D=I-"2=1.272
dt dt¢?
1 D
= p(t) =5 - F " +wo T+ o
2 1
Translation Rotation
Ortskoordinate T Winkelkoordinate )
Masse m Tragheitsmoment I
Impuls p=m-v Drehimpuls L=1w
Kraft F= dp/dt Drehmoment D =dL/dt
Kinet. Energie F/- — 5@ Rotationsenergie Fp = 5[@
Bewegungsleichung: Bewegungsgleichung:
az—lﬁt2+vt+az _ ! Dt2—|— £+
T om0 A R




8.2 Dynamik des Starren Kdrpers, der Kreisel

Ist die Bewegung eines Korpers in einem Punkt festgehalten, so spricht man von einem
Kreisel:

symmetrischer Kreisel N zwei Haupttragheitsmomente sind gleich
Kugelkreisel \ g alle Haupttragheitsmomente sind gleich
Wichtige Achsen: [Gerthsen Physik]

« Drehimpulsachse L 1l Figurenachse

« momentane Drehachse & |

—

» Figurenachse f

Im abgebildeten momentenfreien Kreisel fallen Drehimpuls-, momentane Dreh-, und
Figurenachse zusammen.



Nutationsbewegung (kraftefreie Bewegung)

A
L,
I
" Li7]
)
s -
{» LQ
[Gerthsen Physik] [Gerthsen Physik]

Bei der Nutation fallen die drei Achsen nicht zusammen.

Eine Drehung um die Figurenachse mit o, addiert sich mit einer Nutation des gesamten
Kreisels mit o, zur konstanten Winkelgeschwindigkeit o.

Der Drehimpuls L ist ebenfalls konstant, aber nicht parallel zu ®, da das Tragheitsmoment

| ein Tensor ist.



Prazession (Bewegung unter Einwirkung von Kréaften)

::::__‘lf

" Auflager | L

@l e
L

mg |
[Gerthsen Physik] [Gerthsen Physik]

Wirkt eine Kraft (und damit ggfs. ein Drehmoment) auf einen Kreisel, so rotiert der Kreisel
(d.h. der Kreisel prazediert) zusatzlich mit der Prazessionsfrequenz o, gemafs:

d¢ D D
o dt L Iw

Wp

Bildet die Kreiselachse einen Winkel o mit der Vertikalen (nicht speziell 90° wie im obigen
Bild, so ist:

D =mgrsina und dL = |L|sinad¢ oder (Teilen durch dt): D = |L]| sin aw,

_ mgr
sSomit: wy, = —— Die Prazessionsfrequenz ist unabhangig von a!

Tw



El’d beweg u n g Pridzession der Erdachse
Jahr: n.Chr.

Die Erde vollzieht eine komplexe
Bewegung, in der sowohl die Nutation
als auch die Prazession eine Rolle
spielen.

[http://www.greier-greiner.at]

Bahn des
mittleran Pols

grofe Halbachse: 9.2

W Ekleine Halbachse: 6.9
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