Il. Grundlagen der Mechanik

1. Bewegung eines Massenpunktes
1.1. Geschwindigkeit und Bewegung

Die Mechanik beschreibt, wie sich massive Korper unter dem Einfluss von Kréaften in Raum
und Zeit bewegen.

Eine Idealisierung ist die Bewegung von punktformigen, massebehafteten Objekten.
Bsp.: Planetenbewegung, da 7pilanet << T"Bahn (Idealisierung wird spater gerechtfertigt.)

Ein Massepunkt bewegt sich auf einer Bahnkurve. In der klass. Mechanik kann der Ort T
zum Zeitpunkt ¢ genau angegeben werden.
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7 ist eine vektorielle GroRe >
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[Demtroder]



Beispiele:

1) Bewegung bei konstanter Geschwindigkeit (Definition folgt) in einer Dimension

v-t==x 1

)= O=y | =10 -v-t=2-v-t
0=~z 0

Diagramm: 'y

x(t)




2) Kreisbewegung in 2 Dimensionen

r=R-cos(wt) y=R-sin(wt) 7= (g: Z?S((:)g)

d¢

mit konstantem R und w = dt

Diagramm: y ¢

Offensichtlich ist:
r? + y? = R?(cos*(wt) + sin*(wt)) = R* = const.

Bewegungen in den 3 Raumrichtungen lassen sich beliebig Gberlagern
(vektorielle Addition).



Ein Massepunkt lege in einer Zeit At die Wegstrecke Ar zuriick.

Ar
Def.. v = N ist die mittlere Geschwindigkeit
. . r(t+AY) —r(t) dr |
Man bildet nun den Grenzwert lim — — 7

At—0 At dt

Def.: Die (Momentan-) Geschwindigkeit eines Massepunktes ist die zeitliche Ableitung
der Weg-Zeit-Funktion 7 = 7(t)

o) =2 =F =

m

S

X y

Die Geschwindigkeit v(t) ist die Tangente der Bahnkurve am Punkt 7 (%) . Ihr Betrag
1T(t)| = /a2(t) + y2(t) + 22(t) gibt die Steigung der Bahnkurve an.




Bsp. 1: Konstante Geschwindigkeit in einer Dimension

,gleichférmig geradlinige Bewegung*

Bsp. 2: Kreisbewequng

R - cos(wt) . —wR - sin(wt)
(t) = | R- sin(wt) v(t)=7=| wR- cos(wt)
0 0

y F Y

()
f Der Betrag der Geschwindigkeit ist konstant,

\J = aber ihre Richtung &ndert sich standig.
X




Def.: Die Beschleunigung eines Massepunktes ist die zeitliche Ableitung der
Geschwindigkeits-Orts-Funktion ¥ = ¥/(t)

i) = D i) f =

Die Beschleunigung ist die zweite zeitliche Ableitung der Weg-Zeit-Funktion:

a(t) = (t) = d”‘;(tt) _d digt) = (1)

—

Interpretation: Die Beschleunigung gibt die Krimmung der Weg-Zeit-Funktion 77 = r(t) an.
J

[Halliday]




1.2. Einfache Bewegungsablaufe

Die Bahnkurve 77(75) kann durch Integration von ’17(75) bzw. J(t) gewonnen werden.
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Der freie Fall: " >
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Eine zweifache Integration unter Berlicksichtigung der Anfangs-
bedingungen liefert die Geschwindigkeits-Zeit-Kurve und die Bahnkurve:

0

mm) Gt = 0

—g-t

0

F(t) = 0
—igt* +h

Die Fallzeit und die Endgeschwindigkeit fir eine Anfangshdhe h sind somit

vp = +/2hg




Die schiefe Ebene;

Der Massepunkt bewegt sich entlang der schiefen Ebene gemal? der
Beschleunigung |a| = g - sin 6

Die ,Fallzeit* fur eine Hohe z(t = 0) = h

1
z(t) = h-— 5(9 sin 0)t*

Galilei erfand die schiefe Ebene, um bei
Fallversuchen fir langer Zeit
(und damit genauer) messen zu konnen!




Wurfparabel:

Den allgemeinen Fall eines Wurfes im Schwerefeld kann man in 2 Dimensionen beschreiben.

Anfangsbedingung: 0 V0
Ft=0=r={0] Gt=0)=d =] 0
h V20
Es folgt nach Integration < >
. —
UZT / T Vz=0 v
Ugo - 1 —! —
— Vx —|
7t) = 0 |2/ PN
h—2gt? + .-t vo.| /1
eoi 7,
_O VOxr Uzl 6*: X
Umformen liefert die Wurfparabel: B R 1 e |
1 g V20 N
2) = 5@+ = -z+h s
2 V0 V0 o
U{ ;
(Halliday] vy




Fur die Wurfweite folgt:

Vg0 - U Vo0 Va0 \ o 202
v = Um0U:0 (u) L 2,
g g g
2 1/2
U5 2gh
= — - sin(2 14+{14+ ——5—
2g (20) ( v2 sin” qb)
. _ dz., y
Fur die groRte Wurfweite folgt aus —— = 0

dg

opt — arcsin
o 2 + 24 N
v B R N DA S IR DRI R
[Halliday]
) . N 0
Fir h=0 ist dies arcsin ﬁ =7 oder ¢ = 45



1.3. Die gleichférmige Kreisbewegung

Bei einer gleichférmigen Kreisbewegung andert sich nur die Richtung nicht der Betrag

der Geschwindigkeit!

y &

Die zur Zeit At zuriickgelegte Strecke ist S(At)
ein Kreissegment s(At) . r r(t)
Somit ist: -

ds d¢ \J X

e —— ¢ — R .
7 dt “
do rad

Def: w = - = Winkelgeschwindigkeit w] = —

Die Geschwindigkeit ist immer tangential und kann somitals v = R -w - é; mit
dem Einheitsvektor €; geschrieben werden.

dv d

Alsoist @ = — = — (|U] - &) =|U

dt dt

() =R-w- L)

L4
dt dt



Da @ L ¥ andern sich beide mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit:

d
a=v-—(&)=—-R-w? ¢

dt

rad \ *
Def. a = —Rw?7 la] =m (—) Zentripetalbeschleunigung
S

Man kann die Winkelgeschwindigkeit allgemeiner als einen Vektor schreiben,
der senkrecht auf der Bewegungsebene stent. &

V= (& x 7) oder @ = 7 x ¥/|r]*




1.4. Die einfache Schwingung

Das Fadenpendel Pivot

Bei einer Vernachlassigung des Gewichts des point

|

I

I

|

Fadens kann man die Kugel als Massenpunkt :
an einem masselosen Faden idealisieren: |
mathematisches Pendel |
|

I

Auf die Kugel mit der Masse m im Schwerefeld wirkt , /
\_I____’

die tangentiale Beschleunigung: —g sin ¢

Es ergibt sich somit fiir die Bewegungsgleichung
d . .
a(t) = —gsing = 0(t) = pr (Lgb) = L¢ oder

Fur kleine Winkel mit sin ¢ ~ ¢ folgt:

¢+ (g/L)p=0

Es ist leicht zu sehen, dass sich mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 ergibt:

¢(t) = Asin ( g/Lt)
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Das Pendel fiihrt eine periodische Bewegung durch, mit der Schwingungsdauer

T =2m+\/L/g

T kann zur Bestimmung von ¢ genutzt werden:

g=L/(T/2m)"



2. Die Newtonschen Axiome
2.1. Die Axiome

Erfahrungstatsachen: 4 Bewegung unter Einfluss

einer Kraft
Krafte sind die Ursache von
Bewegungsanderungen

g

t

Eine Kraft ist eine vektorielle GroRe. ﬁ Vektorielle Addition
1 von Kréften
ﬁ

Gravitationskraftfeld

» zwischen Mond und Erde
Ein Kraft F' kann in jedem Raumpunkt 7 ) STy LI ,
charakerisiert_v)verden: | Erde 'Ji "“ff; - *-.;_.fE“’“"
Kraftfeld  ['(7°) P SRR R

b [Demtroder]



Newton veroffentlichte in seinem Werk Philosophiae naturalis — Principia Mathematica
Axiome, zur Quantifizierung von Kréften und der Bewegung unter inrem Einfluss.
Diese Axiome sind Grundgleichungen der Mechanik.

Axiom 1: Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder gleichférmigen geradlinigen

Bewegung, solange keine Kraft auf ihn wirkt.

(gilt in Inertialsystemen)

Def.: Der Impuls p eines Koérpers ist das Produkt aus seiner Masse und seiner

Geschwindigkeit. . . m
p=m-v [p] = kgg

Axiom 2: Die Impulsdnderung eines Korpers ist gleich der auf ihn v_v)irkenden Gesamtkraft.
Die Anderung liegt in der Richtung der wirkenden Kraft F'.

dp . . m
Somit: F = p ﬁ ] = kgs—2 =N

dt

l

Die Kraft misst man in Newton



Bei konstanter Masse m folgt speziell:

- d d dv
F:—(m-U)zﬁ-—m—l—m- ?

di dt dt

—

m-a

Axiom 3: Die Kréfte, die zwei Korper aufeinander ausuben sind gleich grof3 und
entgegengesetzt.

Fio = —Fo

Beispiel fur zwei wechselwirkende Teilchen:

ﬁlZFlz_FQZﬁQ¢>51+]5_)2:O

B Die Summe der Impulsdnderungen ist null, insofern keine aufl3eren Krafte wirken!



Die auftretende skalare Gro3e Masse wurde bislang nicht definiert.

Mit Hilfe des 2. Newtonschen Axioms folgt:

F =mv=ma und somit F/mt — @ <+«—— messbare GroRe!

Mit Hilfe des 3. Newtonschen Axioms lassen sich nun Massen vergleichen, d.h. messen:

My1G12 = ﬁ12 = —ﬁ21 = —Myolo] SOMIt mtl/mt2 = |521‘/‘512‘

Vergleich zweier Massen:

M1 \/\/\/\/\/. M2
Feder
«—— —
12 a21

Def.: Die Skalare GréRe 71t bezeichnet man als trage Masse. [mt] = kg




2.2. Trage und schwere Masse

Die Eigenschaft eines Kdrpers in Ruhe oder geradlinig gleichférmiger Bewegung zu

verharren bezeichnet man als Tragheit.

Die zur Impulsanderung notwendige Kraft ist proportional zur tragen Masse m, eines Korpers.

Massebehaftete Korper tiben eine Anziehung aufeinander aus.

Das Kraftgesetz fur diese Gravitationskraft ist

= mi-mso
FG j— G . 2 . ’,"12
12

Die skalaren Gr6f3en m; und m, bezeichnen

jeweils die schwere Masse.

As a boy, Isaac Newton
ignored his father's
advice to persevere, §
preferring instead ¢
to let things drop.

A o
rfﬁ."
==

o e



Auf der Erdoberflache gilt fur einen Korper der schweren Masse m:

= MErde -
F, = G- 3 =qg-m
. m

Nm?

Somit gilt fir die Bewegung eines Korpers im Schwerefeld:
p = Fg
U

Tt — Ms-g

Man kann den Proportionalitatsfaktor zwischen schwerer und trager Masse gleich eins setzen.

In Prazisionsexperimenten wurde gezeigt, dass die rel. Abweichung zwischen schwerer und
trager Masse kleiner als 10710 ist.



2.3. Krafte

Es gibt nur 4 Arten von Kraften in der Natur:
1. Die Gravitationskraft
2. Die elektromagnetische Kraft
3. Die starke Kernkraft (hadronische Kraft)
4. Die schwache Kernkraft

Wegen ihrer Langreichweitigkeit nimmt man alltaglich nur 1. und 2. war.
Die Gravitationskraft ist die bei weitem schwachste Kraft.

Zahlenbeispiel fur die relative Starke von Gravitation und Coulomb-Kraft im Wasserstoffatom:

My - N 1 2

r = G- -2 __°_— L

g 72 Amey T2
19 G -mpme

:>E = 6—2'47'('60
6,7-1071 .1,6-10727 .9.1-1073!
= = ’ ’ 41 -8,85-10712
(1,6-10-19 )2

10710.10~27. 10730

T 10710 & 10739

Q




In speziellen mechanischen Problemen benennt man zweckmafigerweise weitere Krafte:

 Kontaktkraft

Beispiel: Stol3 zwischen zwei Kugeln

— —

Vi Vo;
Before > >
X
m) mo
i Ve
After _g‘ 4]‘
X
m mo [Halliday]

» Federkraft

Scale marked
in weight or
mass units

Auslenkung einer Feder um AXx:

F = —k-Ax Hookesches Gesetz

[Halliday]

I <t

<H



e ZUgSpannung

Beispiele von Zugspannung 1’

* Reibungskraft

Beispiel:
Reibung bei schiefer Ebene

Reibungskraft ﬁR




Def.: Die Kraft ﬁn heilRt Normalkraft. Sie ist parallel zur Flachennormale 7

Bei der Reibungskraft unterscheidet man die Félle der

» Haftreibung, wenn der Kdrper ruht und bewegt werden soll und

. v=0
Fh’r

Richtung der versuchten Bewegung

Fhr — M;LrlFNl 'éhr
Haftreibungskoeffizient

—

b,

 Gleitreibung, wenn sich der Korper bereits in Bewegung befindet. Die Gleitreibung
hangt nicht von der Geschwindigkeit ab!

v#0

—

F,,

Richtung der Bewegung

ﬁg’r :Mgr|ﬁN|égr

Gleitreibungskoeffizient

F,



Esist UHR = UGR

Bei der gleichmalRigen Erhohung der Zugkraft an einem anfangs ruhenden Gegenstand
ergibt sich folgender Verlauf der Kraft:

A
F

Haftreibung Ly : Gleitreibung [y

Ny ___

Haften Beschleunigung

Zustand gleichférmiger
Geschwindigkeit

X

Kontakt Hhr :ugT

Stahl/ Eis 0,027 0,014

Stahl/ Stahl 0,45-0,8 | 0407

Stahl/ Teflon 0,04

L __

Leder/ Metall 0.4

Jelt t Beispiele von Reibungskoeffizienten

Kontakt-, Feder- und Reibungskraft sowie die Zugspannung kénnen auf die
elektromagnetische Kraft zurtickgeftihrt werden.



2.4. Bewegung unter Einwirkung von Kraften

Die Weg-Zeit-Funktion fur einen Massenpunkt kann fir beliebige Krafteinwirkungen durch
Integration gewonnen werden:

L]
—

p = mﬁ’:F und m = const.

1
1

und  7(t)

t//
— . dt” / F(t") dt’ p +vo(t —to) + 7o

m to to

Fir konstante Krafte folgt mit t,=0 sofort:

1 F
r(t) = ia-ﬂ—l—vo-t—l—ro



Interessant ist der Fall nicht-konstanter Masse, der in der sog. Raketengleichung auftritt:

v’ v
\

A

Am

< ' -

/
VR =0V — 0

. U’Ausstrbmgeschwindigkeit relativ zur Erde
» U Geschwindigkeit der Rakete

/ . . .
e« VUp =V — U Ausstromgeschwindigkeit des Gases
relativ zur Rakete

In der Zeit At stromt die Masse Am aus. Dadurch nimmt die Gesamtmasse um M — Am
ab, und v um Avzu; somit gilt fiir die Impulsénderung:

>
<
|

p(t+ At) —p(t) = (m—Am)-(v+ Av) + Am-v' —m-v
Ap Am Av Am-Av  Am

und — = v+ —-m — v

At At At At AL




Und im Grenzlibergang

at — e dt
d

Da—p=—m~gist,folgt: dv:—g-dt—vR-d—m
dt m

Durch Integration folgt

v(t) = vy + vr - In (g&‘z)) gt

Ein moglichst grol3es Verhaltnis zwischen Anfangsmasse
und Endmasse ist mit einstufigen Raketen schlecht

ZU erreichen.
[Wikipedia]



3. Arbeit und Energie
3.1. Arbeit und Leistung

Def.: Wird ein Kérper um ein Wegstick A7 bewegt und wirkt dabei auf ihn die Kraft ﬁ(r)
so heil3t die skalare Grolie

AW = F(7)-AF7  [AW]=N-m = Joule = J

die Arbeit.

Stehen F(r) und A7 senkrecht aufeinander, so ist das Skalarprodukt und somit die Arbeit
null!

Infinitesimal gilt:

dW = F(r)dF und
W o= / F(r) dF




Bsp. fiir Berechnung eines Wegintegrals y 4

=y
S
-
<t |

dr = R-dq?:R.d¢.q§:R.d¢,(_Sin¢)

Fo= R-(COS¢) 7L d7

sin ¢

F = F.3

G2 ¢2 .
e

®2
—F-R-/ Sin¢d¢=F-R-[COS¢]£f
¢

1

Die Arbeit ist positiv, wenn eine Vektorkomponente der Kraft parallel zum Weg ist.

Die Arbeit ist negativ, wenn eine Vektorkomponente der Kraft anti-parallel zum Weg ist.

A 4



Welche Arbeit wird bendtigt, um einen Korper von der Geschwindigkeit Vg

auf die Geschwindigkeit v1 zu bringen?

|44

2

— _m ’Ul—§m°’UOZ§m

2

[ [

2

/mvdv

2

U1 _Uo

Def.: Der skalare Ausdruck

Ekin —

heil3t kinetische Energie.

|Ekin] = N-m = Joule = J

P=—
dt

Pl ==

Def.: Die zeitliche Ableitung der Arbeit (Arbeit pro Zeit) ist die Leistung P:

£:W:Watt




Beispiele:

1.) Gleichférmige Kreisbewegung

Esiststets dr 1 F,

Somit =>W=d77-ﬁz=0

2. Gleichformige Bewegung (ohne Reibunq)

dr

Zentripetalkraft

1N

%

Es qilt ebenfalls

dF L F, = dW =F,-dF =0

XYy




3. Schiefe Ebene

Es ist:

dW =+4+m-g- sin¢ dr
= mgsinv - (dy/sin )
=m-gdy

Somit:
y=h

W=+ / m-gdy=m-g-h

y=0

dx

’ﬁl N
I

— R



3.2. Konservative Kraftfelder
Die Funktion F'(7) ordnet jeden Raumpunkt 7 ein Feld F'(7) zu.

F(7) pezeichnet man als Kraftfeld.

Zur Zeit Newtons war die Vorstellung einer Kraftiibertragung tber eine Distanz (Fernwirkung)
schwer vorstellbar.

Das Kraftfeld galt allein als eine \ N ?T Mf// ///
mathematische Beschreibungsmoglichkeit. \ {\T TT\ f ////Z//////(//
S
¢ />

Darstellung eines Feldes auf einer Oberflache /V

Def.: Ist bei der Bewegung eines Korpers die Arbeit Py

Wegl
W:/ﬁMM’

Weg

- . P
wegunabhéngig, so heit F'(7) konservativ. !

Weg 2




Aquivalente Definition:

einem geschlossenen Weg null.

N j[ Fr) dF = 0
geschl.
Weg

In konservativen Kraftfeldern ist die Arbeit bei der Bewegung eines Massepunktes auf

bel. Weg 1

Bsp.: Homogenes Feld

Fdi = F.dz

Pg 4 zZ92
W = Fdr = / F.dz
<1

P

:—/ F.dz :%ﬁdfzo




Bsp.: Zentralkraftfeld &

Fdi = F.dr
PQ . T2
W p— Fd']?: / FrdT
Pl T1

=—/ Erdr :%F’df’zo

Bsp.: Reibungskraft

Wegléange L

Reibungskrafte sind keine konservativen Krafte!



3.3. Potentielle Energie

Fur konservative Kraftfelder hangt die Arbeit bei Verschiebung eines Massenpunktes
zwischen Raumpunkten T1und 75 nicht vom Weg ab, d.h.

T2
W:/f@mf
r1
Ist nur eine Funktion von 771 und 772.

Legt man einen der Punkte fest, z.B., |F2| = 00, so ergibt sich eine skalare GroRe Epot(f’)
die nur vom Raumpunkt 7 abhangt.

Def.:

&Mﬁ:/ﬁﬁdf

heil3t potentielle Energie.

wird manchmal auch Potential V genannt (manchmal nur, wenn V
auf eine Probemasse bezogen wird).

Bemerkung: Epot



Bemerkungen:

a) Die Definition der potentiellen Energie macht nur fur konservative Kraftfelder einen
Sinn.

b) Der Bezugspunkt kann beliebig gewahlt 1(00) =0
werden, da nur Potentialdifferenzen pe
messbhare Grol3en sind.

Beispiel: Potentielle Energie des
Gravitationsfeldes der Erde.

M
Epor(r) = —G—

r

Negative M\ Positive Arbeit:
. . . Arbeit: Erniedrigung
c) Das Vorzeichen wird so gewahlt, dass Erhshung der der
AW = Epot(F2) — Epot (771) potentiellen potentiellen
L . ) ) Energie Energie
positiv ist, wenn der Korper arbeit leistet, !
A

und negativ, wenn am Korper Arbeit geleistet wird.

[Halliday]



Beispiel: Uberhéhte Darstellung des Schwerefeldes der Erde

[GFZ Potsdam]



Beispiel: Anheben eines Kdrpers im Schwerefeld

Epot(yl) —m-g-Yi; Epot(y2) —m-g-y2 Y2
AW = Epot (y2) — Epot(yl) — mg(y2 — yl) -
h Fc
= mgh
Y1
Man muss die Arbeit m - g - h leisten, L]

um den Korper anzuheben, d.h. die potentielle
Energie wird um den gleichen Betrag erhoht!

v

Bei der Verriickung eines Massenpunktes in einem konservativen Kraftfeld um ein Wegsttck
Ar = (Ax, Ay, Az) andert sich die potentielle Energie Epot(, Y, 2)

E ) A . E i FixeAx, ye Ayl
AEpot _ Lp t(fIj + xayaAZa)j p t(xayaz) Az _
Epot(xay + Ay,Z) T EPOt(xayvz) Ay
Ay
_i_Epot(xaya Z -+ AZ) _ EPOt(xﬂya Z) Az
Az

[Demtroder]



Im Grenzfall lim folgt
Ar—0

aE1pot aEvpot aE1pot

dE,.; = d d dz = —F.d7
pot ox v oy y+ 8z "
8E t 8E t aE t
=) =22 F=-"1"F =2
ox Y oy 0z
Somit:
@Epot
F = —gradE,ot = —VEp, = — #"t
OE ot
Oz

Die Kraft ist antiparallel zum Gradienten der potentiellen Energie.
Flachen gleicher potentieller Energie heiRen Aquipotentialflachen.

Entlang Aquipotentialflachen wirken keine Krafte.



G(r) d l‘ vir) ‘

R r
iﬁunkt‘musse M 0 T -
f (1)
|
=M 1
g=y E;T 7
7
(3) A
a) 3 3 [Punktmasse M
/

Gravitationsfeldstarke (links) und Gravitationspotential (rechts) einer Massekugel
mit dem Radius R.

(1) Verlauf au3erhalb der Kugel (gleich dem einer Punktmasse)

(2) Idealer Verlauf bei konstanter Dichte

(3) Realer Verlauf infolge einer Dichtezunahme von auf3en nach innen (z.B. bei der Erde)



4. Erhaltungssatze
4.1. Energieerhaltung

Aus den Newtonschen Axiomen lasst sich mit obigen Definitionen flr die kinetische und
die potentielle Energie der Energiesatz der Mechanik ableiten:

Qo
- dt

F
= /F-vdt:/m-@-vdt

= F dr = /mvdv

1 1
— (Epot(r2) — Epot(r1)) = §mvg — 5772”0% = AFyip



Energiehaltungssatz:

Epot(r2) + Exin(v2) = Epot(r1) + Exin(v1) = Eqg

Die mechanische Gesamtenergie F ist eine Erhaltungsgroie.

Beispiel.: Pendel
Anfangliche kinetische Energie (E,) wird volistandig in potentielle Energie (E;) umgewandelt.

Stets qilt:
AEpot =m:- g(hg — hl) V= *Vmax

1 —
— AF, = §mf02 ‘ hy K
\ _./_) f
V

Y NG P> S
F v
=

=0

i |

Ep



4.2. Impulserhaltung

Ein weiterer Erhaltungssatz folgt unmittelbar aus dem Newtonschen Axiomen:

Fip = —Fy
= p1+p=0

= p1 + p2 = Pg = konstant

Impulserhaltungssatz:

Po = p1 + pa = konstant

Wirkt auf ein System von 2 Massepunkten keine auf3ere Kraft, so bleibt
der Gesamtimpuls erhalten.

Die Erhaltungsséatze lassen sich leicht auf beliebig viele Massepunkte erweitern.

Energie- und Impulssatz sind sehr fundamentale Gesetzmaligkeiten.
Wie in der theoretischen Physik gezeigt wird, hdngen Erhaltungssatze eng mit
Symmetrieeigenschaften physikalischer Systeme zusammen.



4.3. Drehimpuls und Drehimpulserhaltung

Ein Massepunkt mit dem Impuls p = mu bewege sich auf einer beliebigen Bahn 77(75).

Def.: Die vektorielle Grof3e
2
— — — — m
L=rxp=mrxuv L] = kg —
S
heil3t Drehimpuls.

i Der Vektor L steht senkrecht auf r und auf v.
S Seine Richtung ergibt sich aus der ,,Rechte
t(=rxp) Hand Regel“.

5 (verschoben in
Ursprung)
0 )
¢
7 pl ¢
A0 P



Drehmoment

Differenziert man die Definitionsgleichung ftr den Drehimpuls, so erhalt man

dL d dr _, _ dp

a - a P = g Ty
= Fxp+7ixF
= PxF

Def.: Die vektorielle Grof3e
= = m
D=7rxF D]=kg-— =N-m

heil3t Drehmoment

Analogie: dp F, dE
dt 7 dt

—

=D

Bei konstantem Drehimpuls — = () verlauft die Bewegung in einer Ebene.




Beispiel: Drehimpuls bei der gleichférmigen Kreisbewegung

Verlauft die Bewegung in einer Ebene, so kann man die Geschwindigkeit in
Polarkoordinaten zerlegen:

p— —|— ’U¢
/ N
parallel zu 7“ parallel zu Qb

Somit:

L=m[Fx (T, 4+7y)] =mF x Uy

L] = mr?¢g = mriw

Der Drehimpuls ist parallel zur Winkelgeschwindigkeit.

—
—

Offensichtlichist. [) =71 X F' = ()

gl

N

S



Beispiel: Drehimpuls bei Zentralkraftfeldern

—

D = FxF=¢xf(r) 7

|
|
h

In Zentralkraftfeldern ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie.

Schliel3lich gilt als weiterer Erhaltungssatz:

Drehimpulserhaltungssatz:

Falls keine &ul3eren Drenmomente wirken, gilt:

— 5 — o — d 5 o R R
D:O:’I“1><F1—|—7"2><FQ = E(T1Xp1‘|‘7“2><p2):0

d — —
_ % (r L):O
dt(1+ 2




5. Der harmonische Oszillator

5.1. Die ungedampfte Schwingung

Bei einem harmonischen Kraftgesetz ist die Kraft /' der Auslenkung X proportional:

F=—%k-xz 2

:

|rUcktreibend!

Feder mit
Beispiel 1: Federpendel (Hookesches Gesetz) Federkonstante x
F=—-Kk22 = m-x
:sz _|_ E . — O Masse m

m




Beispiel 2: Fadenpendel

F = —k-p-¢

{

|
:
Q
6
AS)

F ~ —k-p-¢

%
|
:
<
©

Schwingungsgleichung eines harmonischen Oszillators

d2z

dt?

+wir =0

Pivot
point



Wo ist die Schwingungs- oder Kreisfrequenz.

In den Beispielen:

K

1. Federpendel: Wo = \/ —
m

2. Fadenpendel: wg = \/g

Die allgemeine L6sung der Schwingungsgleichung ergibt sich aus
einer Linearkombination zweier linear unabhangiger Loésungen.

Ansatz:

x(t) = A- cos(wot)

= i = —wj - A- cos(wot)

A heiRt Amplitude der Schwingung!

2.L6sung:  xz(t) = B - sin(wqt)



Allgemeine Losung:

xz(t) = A- cos(wpt) + B - sin(wpt)
rg = x(t=0)=A
Vo = i(t:O):B'WQ
vo .
= x(t) = xg - cos(wot) + — - sin(wot)
Wo
Alternative:  x(t) = Acos(wot + @)

= A cos(wot) - cosp — A- sin(wpt) - sin ¢
@ heil3t die Phase der Schwingung.

= A= Acosp; B=—A-sing

" B Vo
any = —— = —
? A wo * Lo

2
A¢A2+Bz¢mg+(vo)
Wo




Definitonen: A = Amplitude der Schwingung

0 = Phase der Schwingung
Wy = Kreisfrequenz der Schwingung

v = ;d—; = Frequenz der Schwingung

T = ! = 27 Schwingungsdauer der Schwingung

v wo

Ort

Geschwindigkeit

Beschleunigung

o’




Bemerkung: Warum ist die harmonische Schwingung von herausragender Bedeutung?

Es ist:

d

Das harmonische Potential ist parabelférmig.

A

V(a:) Beliebiges Potential mit
Korper in Gleichgewichtslage

®
1 s
Taylorentwicklung um X;: In der Nahe der Gleich-
ewichtslage ist das Potential
dv 142V 1 J . .
V(iz:)=04+ — Az + = A2 = 2 Ag? ein harmonisches Potential.
(21) dx 2 dx? 2

Kleine Schwingungen sind

=0 )
harmonisch.



Uberlagerung von Schwingungen
Schwingungen kénnen sich beliebig tiberlagern.

Allgemeiner Fall (in einer Dimension): x(t) = Z Uy, - COS(wp, -t + ©n)
mn

Beispiel: Uberlagerung von 2 Schwingungen gleicher Amplitude und &hnlicher Frequenz

x1(t) = a1 - cos(wit + 1) w1 =2 =0

ro(t) = as - cos(wsat + o) a1 = a9 = a

wlt — LUQt wlt —+ CUQt
- COS 9

Mit coswit + coswot = 2 - cos

A
= x1(t) + x2(t) = x(t) = 2a - COSth° cosw -t



Schwebungen, die aus zwei Sinuswellen resultiert
(11 Hz wred 12 HZ)

A

» 1/(Aw/2m)

> 1/(w/2m)

— 12 HZ — 11HZ =——Schwebundg |

Hierbei ist w die mittlere Frequenz und A die Schwebungsfrequenz.

Fur Aw < W spricht man vom Phanomen der Schwebung.



Den allgemeinen Fall einer Uberlagerung von Schwingungen beschreibt man mit der
Fourieranalyse.

Theorem: Jede periodische Funktion f(t) lasst sich schreiben als Summe von sin- bzw.
cos-Funktionen der Frequenzen n - wq

F(t) = co+ > cos(n-wo -t + )

n=1

{DTUTl?l’O’U'l'l‘t“'l‘l't“'l't"'l‘l

lTlTITIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIUIIIII

Bem.: Je steiler die Funktion f(t) im Zeitverlauf (z.B. steile Flanken, Pulse) desto héhere
Harmonische werden in der Fourierreihe benétigt! Aw - At > 27

http://www.falstad.com/fourier/



5.2. Die gedampfte Schwingung

Jede Form von Reibung fuhrt zu einer X
Dampfung der harmonischen Schwingung.

Feder mit
Federkonstante «

Masse m
z.B. durch Stokes-Reibung
Fr = —6mnrv
R o) Dampfung
in Flussigkeit
Allgemein qilt:

. . 2 Gedampfter harmonischer
T -+ 27 T+ Wol = 0 Oszillator

v = Dampfungskonstante



a) Schwache Damfung: ~ < wy

Testansatz:

x(t) A- cos(wt+ ) -e 7!

(t) = —A-w-sin(wt+)-e " —A-v- cos(wt+p)-e "

i(t) = —A-w?-cos(wt+p)-e M+ Ay w-sin(wt +@)-e "
+A-v-w-sin(wt+@)-e "+ A-~* cos(wt + @) -e

Einsetzten in DGL und Aufsammeln aller sin- und cos-Terme:
sin(wt + e " [-A- 2y - w+2-A-w-y] =0

A cos(wt £ p)e=" [ — 2 —w? 497 = 0 w2 = — 2

Lésung fur den Fall schwacher Dampfung:

= z(t) = A- COS( w%—yQ-t—l—gp) e V!



charakteristische Dampfungszeit:

T =21/

[Halliday]

Die Schwingungsfrequenz w = wg — ’y2 ist kleiner alswyq !

Nach einer Schwingung ist z(t + 1) = e~ 7 1 - x(t)



b) Starke Damfung: v > Wo

Ansatz: x(t) = A- cosh (\ 42 —wd -t + ¢) et
Motivation: cosh (\/72 — Wi -t> = cos (z’\m? — Wi -t)

X(t) I6st die DGL. In diesem Fall tritt keine Schwingung mehr auf.

c) Aperiodischer Grenzfall (kritische Dampfung): v = Wy

Bei gegebener Auslenkung A erreicht X(t) am schnellsten den Grenzwert SC(OO) !
Ein Ansatz fur x(t) ist r(t) = f(t)-e (wo =)

mitder Losung  f(t) = A(1 +v-t)

Somit x(t) = A(1+~-t)-e



—————unterkritsch gedampft
__——kritisch gedampft

Uberkritsch gedampft

wir

ks

pu—

| (Wﬂlﬂ‘

10

ungedampft

CZW/WO

Beispiel fur
experimentelle
Realisierungen



5.3. Die erzwungene Schwingung, Resonanz

Ein weiterer Term tritt zur DGL des harmonischen Oszillators hinzu, wenn dieser periodisch
angetrieben wird.

periodisch getriebener

. : 2. A
T+ 2v-x+wyr = Ag - coswt harmonischer Oszillator

AN

Amplitude

Die Losung der DGL ergibt sich aus einer allgemeinen Losung der harmonischen Gleichung
und einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung.

Ein Ansatzist  z(t) = Ay -e 7"+ cos(wit + 1) + A+ cos(wt + )

Einschwingvorgang stationdre Losung

Die Werte fur A und ¢ kénnen durch Einsetzen gefunden werden. Dies ist wesentlich
eleganter in einem komplexen Ansatz.



Man findet:

. 2yw
Fir die Phase: tan © = -
w§ — w?

Die Phasenverschiebung ist negativ, d.h. die erzwungene Schwingung ,hinkt* der
Erregerschwingung hinterher.

Ao
V(W —w?)? + (27w)?

FUr die Amplitude: A(w) =

Die Amplitude ist maximal, wenn: wr = \/wg — 272
A
Dann ist: AR(WR) — 0
27 - wo

Man spricht von Resonanz.

Die Resonanzfrequenz ist bei Dampfung etwas kleiner als die Frequenz Wwq der freien
Schwingung.

Falls: wo > v folgt wr ~ wy



Maximale Amplitude und Phanomen der Resonanz

6
Envelope: 1/|1-(w /o )| = Natural Frequency
. =0 A ® = Input Frequency &= Dampfungsparameter
5 .
J +—‘ﬁ =0.1a,
4 -
L Maximum Curve:
3 i 1N "il-r_}w._i
%_ > 6= 0.15m
£ 94
<
T 5 =0.2m
5= 0.5 G 0% v
2 4 o
o= l'J.I . e ﬂ 3“'
4 6 = 3o ; )
iy = 10!']” > __,-'ﬁ \\\"I;::: o= 0'4{"‘..
1 = \
0 . : _ —
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

o o

Anregungsfrequenz w,

2.5

3.0



Relative Phase der erzwungenen Schwingung im Resonanzfall

‘ 5= Dampfungsparameter

Anregungsfrequenz w,



Destruktive Wirkung von Resonanz:

1940 geriet die Tacoma Narrows
Briicke in den USA durch
starken Wind in eine resonante
Schwingung und wurde

zerstort.

Eine ahnliches ,Resonanzproblem
entstand bei der Er6ffnung der
Millenium Bridge in London.




5.4. Energiebilanz im harmonischen Oszillator

Die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators setzt sich zusammen
aus dem Anteil der kinetischen Energie

1
Ekin — 5777,5132

und dem Anteil der potentiellen Energie:

x

1
Ebot :/Fdx:/m-wg-x dr = §mw3x2
0

FUr eine harmonische Bewegung

z(t) = A- cos(wot + )
folgt:
1 5 1 )
Eoes = imA wo sin (wt + ) + 2mw0A COS (wt + )
1

= imAQwo = const.



Fir die Mittelwerte Uber eine Schwingungsperiode T ergibt sich:

T
(Fxin) = / —mg? dt = —mw0A2/sin2(wt—|—g0) dt
1
= me0A2
= (Epot)

Kinetische und potentielle Energie als Funktion der Zeit und des Ortes:

i Ein (t> + Epot (t> Erin (33) + Epot (33)
E
Epot(t)
EF Epot (1)
=
=3
Ek:in (t)
0 é ¥

T/2 T —X,, 0 +x



6. Systeme von Massenpunkten

6.1. Grundgrof3en

Obwohl im folgenden nur Stél3e zwischen zwei Korpern betrachtet werden, ist es nitzlich
einige allgemeine Begriffe fir Systeme von N Massepunkten zusammenzustellen:

Def.: Der Schwerpunkt 7, eines Systems von N Massenpunkten ist

N R N

D DAY Z -

re = N = — m;r;
D et M M i=1

Def.: Der Gesamtimpuls P eines Systems von N Massenpunkten ist

- Zmiﬁi -




Wirken auf das System keine aul3eren Krafte (abgeschlossenes System),
so ist P zeitlich konstant.

Wirkt eine auRRere Kraft I" auf das System, so ist

L d d .
F=_— D, = — = M - U,
dtzp dt Y

Der Schwerpunkt eines beliebigen Systems von Massenpunkten bewegt sich wie ein
einziger massiver Korper der Masse N\ = m; -

Stol3 zwischen zwei Teilchen

3 i

Prinzipielles Problem der
Wechselwirkung zwischen
zwei Teilchen.

Asymptotisch:
Zweiteilchen-Stol3problem

2 Wechsel-
wirkungsgebiet



Die Grundgleichungen fir Stél3e zwischen zwei Teilchen sind Spezialfalle des
Energie- und des Impulserhaltunssatzes:

Impulserhaltungssatz: pll —I-plg = p1 + D2

12 12 2 2
Energieerhaltungssatz: 4 + Py _ M + P2 +Q
2m  2m  2m  2m

Hierbei ist Q die innere Energie der Sto3partner:

« Q ist nur relevant bei Vorliegen einer inneren Struktur der StoRpartner.
« Q kann z.B. eine Erwarmung der stol3enden Korper sein

Man unterscheidet: Q=0 elastische StoR
Q<0 inelastischer Stof3

Q>0  superelastischer Stol3



6.2. Elastische Stdlde
O. B. d. A. sei der zweite StoRparameter anfangs in Ruhe.

Es ist
L / / Y
p1 = P tPy 3
2 /2 /2 b =
P1 D1 P2
el I =
2m1 2m1 2m2 P1 -

Wegen der Erhaltung des Drehimpulses ist die Bewegung in einer Ebene (x-y-Ebene).

Es ist nun in dem gewahlten Koordinatensystem

/12 /12 _ /12
P3.+Dp3, = py und

(p1 —pho) + 05, = pf



Einsetzen liefert:

p? (b1 —pho)?+ PR, N P5e + D5y,

2m1 2m1 277?,2
/ 2 /2 2
= (pQ,m o :U’vl) +p2,y — (:u ) Ul)
my-msa
dabeiist U = die reduzierte Masse.
mi + mo
A

Die Komponenten von p/2 liegen
auf einem Kreis mit Mittelpunkt
M = {u-v1,0}

und Radius

T = Iu . /Ul




Spezialfélle:

F'y
mi1 = 1Mo = 1M P
.--""#--d— e
. . - ] b o .HH\"\
In diesem Fall ist aw = i
o D2 ,
1 .r';: —; .1\
’U, = — M f.r’ p 1 ‘x_l
p 1 |III II',
rr —_— ] |
2 g
|III "" p— M . Ul pl III
'-,'_‘."‘& p— p]_ / 2 ,.-'"I
\ 4
, ,-"’/
8 my =mo=m -
., ~

p’2 und p’l stehen senkrecht aufeinander.

Fur zentrale StoRe ist p; = 0

Somit ist das erste Teilchen nach dem StoR in Ruhe, d.h. es existiert ein Impulsaustausch.



Spezialfélle:

A
m1 << Mo e
.-""f.#- ) -\-HH"‘-\.
In diesem Fall ist Y i
f// p 2 ™
[~ my P \
/ \
r=pi
|
||I T — p]_ ||
'\-"‘..‘\‘ -Ilr._u"l
AN mip < mso ;
", /"
P
S

Der maximale Impulstibertrag ist |p’2|max = 2r = 2p

2p1)? mi
Die maximal Ubertragene kinetische Energie ist E}. " = (2p1)

~—— =4—F
2Mmo m w1

Ein Spezialfall ist die Reflexion eines Teilchens an einer Wand.



Spezialfélle:

mi > Mo
In diesem Fall ist 3 -
-5 ~ W,
/ oy

/J/ =~ m2 /}/ p 2 \\\ p ]_
TR Mo /

.'"I -\".

.- | [¢

|
T =120V / —
\
Somp>my S
Bei einem zentralen StoR ist vy, = 204
Die in diesem Fall Ubertragene kinetische Energie ist f),, — 721)52 — _2Ek1
mi

- : : : : ma
Es existiert ein maximaler Ablenkwinkel sin ¢ = —=
mi



Schwerpunktsystem:

Falls keiner der Stol3partner vor dem Stol3 ruht, erlaubt eine Transformation in das
Schwerpunktsystem eine einfachere Beschreibung.

Die Impulse der Stof3partner missen geeignet in das S.S. transformiert werden.

Daim S.S. der Gesamtimpuls verschwindet ist:

P1,5.5. = —P2,8.8S.

/ /
P1,8.5. — —P2,8.83.

Somit kann ein elastischer Stof3
durch eine reine Drehung der |
Impulsvektoren dargestellt werden. \




6.3. Inelastische StolRe

Es gelten Impulserhaltung und der Energiesatz mit () < 0

Im Grenzfall des maximal inelastischen Stol3es bleiben die Stol3parameter nach dem Stol3
zusammen:

vorher nachher
— —p
V1 Us

Sie bewegen sich somit nach dem Stof3 mit der Schwerpunktgeschwindigkeit

my V1 + Mg - V2
m1+m2

US —
Far Q folgt dann

1 mq -Mmo
2 mi + mo

(Ul _712) — — 5 "H-Ui9

Q =



Beispiele:
a) Schuss eines Projektils in eine Wand

Bei einem sehr schweren Stol3partner wird die
gesamte kinetische Energie (des Projektils)
umgewandelt.

1 2

Q = O = _imlvl

b) Frontaler Zusammenstol3 (gesamte kinetische Energie wird umgewandelt)

Bei einem Frontalzusammenstol3
wird die gesamte kinetische Energie
umgewandelt.

1 1
Q = §m1v% + §m2v§




