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1 Worum gehts es?

Kollision zweier Betrachtungsweisen bei einem (Gedanken)-Experiment
e Kklassische Betrachtungsweise

e Quantenmechanische Betrachtungsweise

1.1 Was ist mit der klassischen Betrachtungsweise gemeint?

Die klassische Betrachtungsweise fordert eine Theorie, welche Lokalitdt und Realismus als Bedingung
vorraussetzt

genauer:

e Realismus bedeutet, dass es eine Beobachterunabhéngige Realitdt gibt, das System also
bereits die vollstandige Information {iber alle mogliche Wahrscheinlichkeiten enthéllt. Es
existiert keine Unbestimmtheit, sondern hochstens unbekannte Parameter(sogenannte
versteckte Variablen).

e Lokalitéit bedeutet, dass das Messergebnis eines Teilsystems A nicht (instantan) von dem
Ausgang eines anderen Teilsystems B an einem anderen Ort abhéngt.
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Wiirde die Messung von A, welche nahezu gleichzeitig mit der Messung von B vorge-
nommen wird, von der Messung bei B abhéngen, dann miisste A von B eine Information
erhalten, welche bei beliebig groBem Abstand mit unendlicher Geschwindigkeit von B zu
A gesendet werden miisste. Es folgt: v > ¢ (Bruch mit der SRT).



1.2 Quantenmechanische Betrachtungsweise

In der QM. gibt es den Begriff der maximalen Verschrankung. Dies bedeutet, dass mehrere Teilsysteme
als ein Gesammtsystem behandelt werden miissen.
Um dies genauer zu erkldren, betrachten wir folgendes Experiment:

n— put+pu (1)
Ein Spin-0-Teilchen in Ruhe zerfillt. Es entstehen 2 neue Teilchen.
Spinerhaltung und Impulserhaltung liefern z.B

Teilchen 1: Spin:+1/2 und Impuls: p,
Teilchen 2: Spin:-1/2 und Impuls: —p,

Diese beiden Teilchen sollen im Folgenden untersucht werden. Nehmen wir an, dass sie entgegengesétzte
Impulse haben und sich voeinander entfernen.
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Nun kann Beobachter A (im Folgenden Alice genannt) am teilchen 1 eine Messung vornehmen und Beob-
achter B (im Folgenden Bob) an Teilchen 2. Die beiden Teilchen sind nun rédumlich separiert, wesswegen
sie klassisch betrachtet einer lokal-realistischen Theorie gehorchen miissen.

Teilchen 1 _—. Teilchen 2
Alice @ Bob
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Nun wird Alice den Spin von Teilchen 1 z.B. mit einem Stern-Gerlach-Experiment messen. Sie erhéllt
entweder +1/2 oder -1/2 (gleiche Wahrscheinlichkeit). Misst Alice den Wert +1/2, dann kann sie den
Ausgang von Bob’s Experiment prophezeien, ehe er gemessen hat (Er erhéllt -1/2). Nimmt Alice keine
Messung vor, hat Bob eine 50-Prozent Chance +1/2, sowie -1/2 zu messen.

Es existieren also folgende Zustandsmdoglichkeiten:

(Teilchen 1; Teilchen 2): (+;-) und (-;+).

Quantenmechanisch betrachtet gibt es nur ein Gesammtsystem, welches sich in einem Uberlagerungs-
zustand befindet.
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Eine Messung entspricht einem Filterprozess und hat eine Zustandsreduktion zur Folge.
Bsp.: Wird +1/2 gemessen wird |¢) > folgendermafien reduziert:

[¥) — [+ =) 3)



2 Herleitung der Bellschen Ungleichung

Nun wollen wir unsere Uberlegung etwas erweitern und den Spin in 3 verschiedene Raumrichtungen mes-
sen. Wir benutzen eine Stern-Gerlach-Apparatur, welche um eine feste Achse gedreht werden kann. z.B.
Raumrichtungen {@, b, ¢} in x,y-Ebene.

@ schlieBt mit b einen Winkel o ein,
a schlieit mit ¢ einen Winkel f ein,

y-Achse ist Drehachse
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Nun fithren Alice und Bob getrennt voneinander ihre Spinmessungen entlang (&, l;, ¢) durch (qm. Bezei-
chung: Operatoren (G, b, ¢)).

Wir werden nun eine lokal-realistische Auswertung vornehmen:

Nehmen wir an, dass der Zustand des Systems von vornerein bestimmt ist, und nicht von den Mes-
sungen abhéngt. Dann konnen wir sagen, dass der Spin ein Drehimpulsvektor ist, fest im Raum steht
und sich durch die Messung nicht veréndert.

Uberlapp zeichnen !!!

Fiihren Alice und Bob wiederholte Messungen, z.B an einem zerfallendem Koper durch, welcher per-
manent Elektronenpaare erzeugt, durch, dann erhallten sie folgende Auswertung:

Anzahl | Typ von Teilchen 1 | Typ von Teilchen 2
N (a+,b+,c+) (a-,b-,c-)
N (a"_?b"_ac') (a"b'vc"_)
N3 (a+,b-,c+) (a-,b+,c-)
Ny (a—hb-,c—) (a"b'hc"_)
Ns (a-,b+,c+) (a+,b-,c-)
Ns (a-,b+,c-) (a+,b-,c+)
Ny (a-,b-,c+) (a+,b+,c-)
Ng (a-,b-,c-) (a+,b+,c+)

Tabelle 1: N; bezeichnet die Anzahl der gefundenen Teilchen

Nehmen wir nun an, dass Alice in @-Richtung misst und + erhéllt. Daraus folgt: Teilchen 1(a+) und
Teilchen 2 (a-).

Weiterhin nehmen wir an, dass Bob in E—Richtung misst und ebenfalls 4+ erhéllt. Daraus folgt: Teillchen
1(b-) und Teilchen 2 (b+).

Die Zusammensetzung von Teilchen 1 und Teilchen 2 sieht klassisch wie folgt aus:

Teilchen 1: (a+,b-,c?)
Teilchen 2: (a-,b+,c?)



Nach unserer Tabelle wird dies durch die Populationen N3 + N4 realisiert.
Da es keine negative Anzahl an Teilchen geben kann, 148t sich formal folgende Ungleichung aufstellen:

N3+ Ny < N3+ Ng+N;+N;  mit N;>0,N; >0 (4)

Also z.B.:
N3+ Ny < N3+ Ny + Ny + Ny (5)

Wir stellen die Gleichung um und fiigen der Ubersicht halber Klammern ein, und teilen durch die Ge-
sammtanzahl an Teilchen

(N3 + N4)
Zi Ni

(N3 + Ny) + (N3 + N7)
Ei N; Zz Ni
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Nun dndern wir unsere Notation ein wenig und Schreiben an die erste Stelle in unserer Klam-
mer das Messergebnis fiir Teilchen 1 und an die zweite Stelle das Messergebnis fiir Teilchen 2.
statt Teilchen 1: (a+,b-,c?) und Teilchen 2: (a-,b+,c?) schreiben wir zusammen: (a™*;b™"). Die
Anzahl der Teilchen (a™;b") war N3+ N4 und die Wahrscheinlichkeit, dass Alice a™ und Bob
bT misst ist:

Ny + N.
P(a*;b") = % (7)

Somit 148t sich unsere Gleichung (6) umschreiben und wir erhalten Die Bell’sche! Ungleichung:

P(at;b%) < P(a™;ct) + P(ct;0M) (8)

Die Bell’sche Ungleichung liefert eine Aussage iiber Messwahrscheinlichkeiten. Alle lokal-realistischen
Theorien miissen die Ungleichung erfiillen, da sich die Gleichung nur aus einer einzigen Grundannahme
herleitung lief3.

Némlich, dass das System vorher bestimmt ist und nach einer Messung der Zustand des Systems nicht
verdndert wird. Keine Zustandsreduktion !!!

Ibenannt nach John Stewart Bell, 28. Juni 1928 bis 1. Oktober 1990



3 Quantenmechanische Auswertung

Wir werden jetzt eine quantenmechanische Auswertung vornehmen und iiberpriifen, ob die Bell’sche
Ungleichung wirklich immer erfiillt ist. Aus Quantenmechanischer Sicht geschehen folgende Schritte:

e 1) Keine Messung wurde bisher ausgefiihrt. Bisher vollig unbestimmter Zustand i)

e 2) Messung von a ergibt a, = i und ag = $2, da beide Ereignisse gleich wahrscheinlich sind.
Es erfolgt, falls a3 = +2 eine Zustandbreduktlon

W) — Ja)1 undjeh)z — Ja”)2 (9)

e 3) Messung von b durch Bob:
<b>=(a"|bla")

Entwicklung nach Basisvektoren [b):  |a™) = Ila™) =), |b)(bla™)
<b> = (a"|bla” Zcba blb|b)cpa = Z |cpal? - (bD]D?

= Je@-am)?- (07DIb7) + |C(b+;¢r)|2 (b |blbT)

Mit (b*]b]bt) = +1 und (b= |b|p~) = —2 ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass Alice
a™ misst und Bob bT misst zu:

1
P(a*t;b") = 3 e+ a— ? (10)



Um die oben genannte Wahrscheinlichkeit zu errechnen muss der Entwicklungskoeffizient |c(,+,,-) % be-
stimmt werden.
Es gilt:

= (bFla7) (0F|a7)"
= (bTa”) - {a”[bT)
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Das Skalarprodukt (b*|a™) 148t sich wie folgt bestimmen:
Der Vektor b ergibt sich aus einer Drehung von @ um den Winkel a. Analog auch aus einer Drehung um
den Winkel 7 — o aus —a.

b*) = [Da") (11)

. 3y _jgin(8
Die Quantenmechanische Drehmatrix hat die Form: D = ( §0t9(25) ZSZ?(Q) )

mit dem Drehwinkel 6 = (7 — ).

(@ p*) = (a"|Da) . o
- () (i s ()
- (V) (o)

) (12)

10 [? = cos?(F5) = sin(5) (13)

Analog ergeben sich die anderen Entwicklungskoeffizienten, so dass sich diese in die Bellsche Ungleichung
einsetzen lassen und sich nach kiirzen der Faktoren 1/2 folgendes ergibt:

sin2(a/2) < sin(8/2) + sm2(0‘7*5) (14)

Fiir « = 7 und 38 = 7 ergibt sich:

0.5 < 0.292 (15)

Die Bellsche Ungleichung ist bei Wahl dieser Winkel offensichtlich verletzt. Dies konnte experimentell
bestétigt werden.

Wie haben wir den Ausgang dieses Experimentes zu deuten? Um das Ergebnis richtig zu deuten ist
es sinnvoll unsere Ergebnisse noch ein mal zu rekapitulieren.



4

Zusammenfassung

Wir haben eine Bedingung aufgestellt, welche alle lokal-realistischen Theorien erfiillen miissen
[Bell’sche Ungleichung, oder Bell’sche Theorem (Gl1.8)]

Wir haben einen Sachverhalt konstruiert, dessen quantenmechanische Beschreibung von der klassi-
schen abweicht und welche die Bell’sche Ungleichung verletzt

Wir haben den Sachverhalt experimentell iberpriift und die Verletzung der Bell’schen Ungleichung
bestétigt

Die Ergebnisse betrachtend miissen wir zu dem Schluf§ kommen, dass die Natur sich nicht immer
durch lokal-realistische Theorien beschreiben 1ét und die quantenmechanische Beschreibung die
besseren Vorraussagen liefert.



