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Aufgabe 4: Impulsoperator als Erzeuger von Verschiebungen

a) Zeigen Sie, daß gilt:(P̂aψ)(x) ≡ (eiap̂ψ)(x) = ψ(x+a) mit p̂ = −i∂x.

b) Verallgemeinern Sie die Wirkung dieses Operators auf Funktionenψ, die vonn Koordi-
naten abhängen:ψ = ψ(x1,x2, . . . ,xn).

(2 Punkte)
Aufgabe 5: Eichinvarianz der Schrödingergleichung

Die Wellenfunktion eines skalaren Teilchens der Massem und Ladungq im elektromagneti-
schen Feld genügt der Schrödingergleichung mit

H =
1

2m

(

~p−q~A(~x, t)
)2

+qΦ(~x, t), (1)

wobeiΦ und~A das skalare bzw. das Vektorpotential bezeichnen.

a) Transformieren Sie die Potentiale und die Wellenfunktion wie folgt:

~A 7→ ~A′ = ~A+~∇ f (~x, t), Φ 7→ Φ′ = Φ−∂t f (~x, t), ψ 7→ ψ′ = e
iq
~

f (~x,t)ψ(~x, t) . (2)

Zeigen Sie, daß die Schrödingergleichung unter diesen Transformationen invariant (ei-
chinvariant) ist. Tip: Beweisen Sie zuerst die Identität ef (y)∂y = (∂y − f ′(y))ef (y).

b) Aus der freien Schrödingergleichung folgt

∂tψ∗ψ+~∇ ~

2mi

[

ψ∗(~∇ψ)− (~∇ψ∗)ψ
]

= 0, (3)

was als Kontinuitätsgleichung wie folgt geschrieben werden kann:

∂tρ+~∇~j = 0 mit ρ(~x, t) = ψ∗ψ und ~j(~x, t) = ~

2mi

[

ψ∗(~∇ψ)− (~∇ψ∗)ψ
]

. (4)

Zeigen Sie, daß

~j =
~

2mi

[

ψ∗(~∇ψ)− (~∇ψ∗)ψ− 2iq
~

~A(~x, t)ψ∗ψ
]

(5)

die Kontinuitätsgleichung für~A 6= 0 erfüllt.

c) Zeigen Sie die Eichinvarianz von~j aus Gl. (5).
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(4 Punkte)
Aufgabe 6: Alternative Darstellung des Impulsoperators

Betrachten Sie folgende unkonventionelle Wahl des Impulsoperators in der Ortsdarstellung:

x̂ = x, p̃ = −i~
d
dx

+ f (x) = p̂+ f (x) . (6)

a) Überprüfen Sie die kanonische Kommutatorrelation.

b) Der Wechsel in der oben definierten Operatorzuweisung kann als das Ergebnis einer uni-
tären Transformation der Ortsbasis verstanden werden:

|x〉 7→ |x̃〉 = eig(x)/~|x〉 mit g(x) =
Z x

f (t)dt. (7)

Zeigen Sie:

〈x̃|x̂|x̃1〉 = xδ(x− x1), (8)

〈x̃| p̂|x̃1〉 =
[

− i~ d
dx + f (x)

]

δ(x− x1). (9)

c) Zeigen Sie, daß eiq f (x̂)/~ eine Eichtransformation im Zustandsraum erzeugt, daß alsofür
|ψ̃〉 = eiq f (x̂)/~|ψ〉 gilt:

〈ψ̃|ψ̃〉 = 〈ψ|ψ〉 (10)

〈ψ̃|x̂|ψ̃〉 = 〈ψ|x̂|ψ〉 (11)

〈ψ̃| p̂−q~A|ψ̃〉 = 〈ψ| p̂−q~A′|ψ〉 (12)

(4 Punkte)
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