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Aufgabe 1: Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Felds

a) Zeigen Sie, dass die Noether-Ströme, deren Erhaltung ausder Translationsinvarianz von
L folgt,

TµνN =
∂L

∂
(

∂µAρ
)∂νAρ−gµνL (1)

für ein elektromagnetisches FeldA mit der Lagrangedichte

L =L
(

Aµ,∂µAν
)

= −1
4

FµνF
µν− jµA

µ . (2)

durch

TµνN = −Fµρ∂νAρ+gµν
(

1
4

FρσFρσ+ jσAσ
)

(3)

gegeben sind. IstTµνN symmetrisch?

b) Die KomponentenT 0
0, T 0

i entsprechen der Energie- bzw. Impulsdichte des elektroma-

gnetischen Felds. Drücken SieT 0
0 explizit durch~E- und ~B-Feld aus.

c) Die Drehimpulsdichte lässt sich aus dem Energie-ImpulstensorTµν definieren als

Mµνσ = Tµνxσ−Tµσxν . (4)

Zeigen Sie, dassMµνσ genau dann erhalten ist
(

∂µMµνσ = 0
)

, wennTµν symmetrisch ist.

d) Wir wollen einen symmetrischen Energie-Impuls-TensorTµν für das elektromagnetische
Feld definieren,

Tµν = TµνN +TµνD , TµνD = −∂ρ
(

FµρAν
)

. (5)

Zeigen Sie, dassTµν

– symmetrisch ist

– erhalten ist
(

⇔ ∂µTµνD = 0
)

– die gleichen Ladungen hat wieTµνN

(

⇔
∫

d3xT 0ν
D = 0

)

.

Hinweis: Nutzen SieF00
= 0 aus und vernachlässigen Sie wie üblich Randterme im

Unendlichen.

(4 Punkte)
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Aufgabe 2: Klassische Lösungen – Kink
Wir betrachten ein skalares Feldφ(x) in einer Raum- und einer Zeitdimension, mit der Lagrange-
Dichte

L(

φ,∂µφ
)

=

1
2
(

∂µφ
)(

∂µφ
)−U(φ) . (6)

a) Stellen Sie die zu (6) gehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen auf und zeigen Sie, dass
diese im statischen Fall (d.h. für∂tφ =

∂φ
∂t = 0) durch

1
2

(

∂φ

∂x

)2

= U(φ) (7)

gelöst werden.Hinweis: Wenn Sie die Feldgleichungen mit∂xφ =
∂φ
∂x multiplizieren, las-

sen sich diese direkt aufintegrieren.

b) Zeigen Sie, dass für das spezielle Potential

U(φ) =
λ

4

(

φ2− m2

λ

)2
(8)

die statischen Feldgleichungen durch die Felder

φ± = ±
m
√
λ

tanh

[

m
√

2

(

x− x0
)

]

(9)

gelöst werden. Nehmen Sie dazu die Wurzel aus (7) und integrieren Sie.

c) Zeigen Sie, dass der Strom

Jµ =

√
λ

m
ǫµν∂νφ

(

mit ǫ01
= −ǫ10

= 1, ǫ00
= ǫ11

= 0
)

(10)

erhalten ist und berechnen Sie den Wert der zugehörigen Ladung für φ±. Der StromJµ

folgt nicht aus dem Noether-Theorem! (4 Punkte)

Aufgabe 3: Innere Symmetrien
Wir betrachten eine innere Symmetrie, d.h. eine Symmetrie,die nur die Felder, nicht aber die
Raumzeit-Koordinaten transformiert:

φ(xµ)→ φ′(x′µ) = φ(xµ)+δφ(xµ) ,

xµ→ x′µ = xµ .
(11)

a) Schreiben Sie den Noether-StromJµ auf, der erhalten ist, wenn die LagrangedichteL
invariant unter (11) ist.

b) Betrachten Sie speziell die Lagrangedichte eines komplexen Skalarfelds

L = (

∂µφ
)(

∂µφ∗
)−m2φφ∗ (12)

und die Symmetrietransformation

φ→ φexp(iχ) ,

φ∗→ φ∗exp(−iχ) .
(13)

– Wie sehen die infinitesimalen Transformationen aus?

– Wie siehtJµ und die zugehörige Ladung aus?

– Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fürφ undφ∗ her und verifizieren Sie explizit,
indem Sie die Bewegungsgleichungen einsetzen, dassJµ erhalten ist. (4 Punkte)
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