3. Magnetostatik
3.1. Permanentmagnete

Altertum: Fund magnetischer Steine bei Magnesia (Kleinasien)

r

elektrische Strome
Heute: Magnetfelder < { magnetische Materialien <
mikroskopische Kreisstrome und Spins

Empirische Befunde:
a) Es gibt zwel magnetische Pole: N ( Nord) S (Sud)

[ - 1l -
E - < | <l -

Anziehung AbstoRung

b) Es wurden bisher keine magnetischen Monopole beobachtet
|

[ T = [ [
I‘\S‘cigen
< Magnetfeldlinien sind stets geschlossen, d.h. sie enden nie




Empirisches magnetisches Kraftgesetz:
sehr lange Magnetstabe — quasi isolierte Magnetpole

—

F P, P,: ,,Polstirken*
@
Analogie zum Coulomb-Gesetz: ﬁ — f , P1p2 —»T
702
1 Vs
Definition: f = mit o =4m-10""7
47'('/10 Am

Uy, = magnetische Permeabilitatskonstante (Zahlenwert aus Def. von 1 A)

Folge: Quantifizierung der Polstarke  |[p| = Vs
analog zur elektrischen Ladung [Q)] = As



Feldkonzept (im Vakuum): p, — 0 ist Probepol im Magnetfeld von p,

S F(7
Definition: Magnetische Erregung H(f’) — lim (T)
p2—0 P2
[H] = Am ™"

Definition: Magnetische Feldstérke B(’F) — Mo F[(F)
B| = Vsm ™2

Einheiten der magnetischen Feldstarke:
SI: 1T = 1Tesla = 1Vsm ™% cgs-System: 1G = 1Gaufl = 1074T

Beispiele: « Erdmagnetfeld (Oberflache) =~20uT

 NMR-Tomograph: =1T
* Supraleitende Magnete (Beschleuniger): =10T
* Neutronensterne (Oberflache): ~108T



3.2. Magnetfelder stationarer Strome

Beobachtung:
» Stationére Strome erzeugen Wirbelfelder
» Feldrichtung wechselt mit Stromrichtung
* Feldrichtung aus ,,Rechte-Hand-Regel*
 Quantitative Messung

beliebiger geschlossener
Weg um Strom |

B




Empirische Beobachtung: Dies ist kein Zufall, sondern gilt fur

beliebige Stromkonfigurationen =

Amperesches Gesetz

7{ Bds = por(a) ™ 1A= /AjdA
0A

Das Wegintergal des Magnetfeldes um den
Rand einer beliebigen Flache ist
proportional zum gesamten Strom, der
diese Flache durchsetzt (\orzeichen gemaf
Umlaufsinn und Rechte-Hand-Regel)

7~ Flache A
Rundweg 0A



3.3. Feldgleichungen

Beobachtung 1: es gibt keine magnetischen Monopole

& das Magnetfeld ist quellenfrel
< magnetische Feldlinien sind geschlossen

< Jede Feldlinie, die in ein beliebiges Volumen
eintritt, verlasst dieses auch wieder

7
— i o

4 Y B
9
Folgerung: Der magnetische Fluss durch die Oberflache jedes
Volumens ist Null:

CIDm((?V)E% BdA =0
oV



@m(aV)z% BdA =0
oV

Umformulierung mit dem Gaufdschen Integralsatz:

0 :7{ édg:/ divBdV  fur jedes Volumen
oV V

Folgerung: Feldgleichung 1 divB = 0




Beobachtung 2. Amperesches Gesetz

7{ Bds = ug / jdA
OA A 7~ Flache A

Rundweg oA

Umformulierung mit dem Stokesschen Integralsatz:

,LL()/ fdg:% Edgz/rotgdg fur jede Flache
A HA A

Folgerung: Feldgleichung 2 rot B = Moj




Intermezzo: Zum Stokesschen Satz

Zerlege Flache in viele infinitesimale
Kastchen K, K,, K, ...

Wegintegrale Gber innere

Kastchenkanten heben sich U

paarweise auf; nur aulere
Kastchenkanten tragen bel

Bd§ = 7{ Bd5
75914 Z 0K,




K;

Betrachte Kastchen K. y-AchseT |f|

—

i dy Y1V (az(,)y) 1A

=dx -dy - €,

> >
dr x-Achse

| 1
j{ Bd§ = By(z,y — dy/2) dz — By(z,y + dy/2) dx
0K

|| 1V
+ By(z + dz/2,y) dy — By(z — dz/2,y) dy
(3’B 0B 0B 0B
Oy y:v—l—axxy <8az 8y>xy
p— B . g _)Z
(rot ) . (dadd]|e)







3.4. Das Vektorpotential
Frage: Gibt es auch fur Magnetfelder ein Potential?

Antwort 1; ot B = ,uoj + 0 aber rotgraddp =0
= es gibt keine skalare Potentialfunktion ¢g

Antwort 2: div B =0 und divrot = 0
= es gibt eine \Vektorpotentialfunktion A mit

—

B =10t A
Bemerkung: Vektorpotential ist nicht eindeutig
A'(7) = A(F) + grad f(7) = B =rot A =rot A’

= Eichfreiheit des Vektorpotentials analog zur der in der Elektrostatik:
&' (F) = ¢(F) + const. = E = —grad ¢ = —grad ¢’




Zusammenfassung:

Elektrostatik Magnetostatik

Homogene Gleichungen  rot E — 6 div E — ()

keine Wirbel  keine Ladungsquellen

ichungen .. 1= S 2
Inhomogene_GIelchu gen GivE = 2 ot B = 10
(Quellgleichungen) €0
Ladungen StrOme erzeugen
sind Quellen magnetische
des E-Feldes Wirbelfelder

Potential-Darstellungen £ = —grad¢ B =rot A

Eichfreiheit b — ¢+ const.. A — A+ grad f



3.5. Spezielle Stromverteilungen €

wefl

a) Stromdurchflossener Leiter

Symmetrie = B(7) = B(r) - e @
%E(F) d3 = 2rr - B(r)

f 1 7TZTO
I: I.< 2
274 HoLo \(%),r<ro
B —1
XT/G1\XT
|
> |
(T)_Q . T :
Tr o) T <To |



b) Zylinderspule:
B=0
aulen <

| 090000000090%
Innen L, N Kreisstrome :I:d

B(d)

jqfé(f) d3 = B(d)L
pol = poN Iy

— B(d) = By = ,u()n]() mit n = —

unabhéngig von d

Streufeld: Bsiroy 7 0

o

real: endlich lang, endliche Wicklungsdichte

Streufelder entweichen} B -0
im Unendlichen ARSI

ideal: unendlich lang und dicht gewickelt

N
L

Wicklungsdichte

= homogenes Feld




Praktische Realisierung des (fast) homogenen B-Feldes:

A

Y

v

R
< >
‘ Z

Helmholtz-Spule

AB(2) (auf Achse)

Optimale Homogenitat
Im Spulenzentrum



¢) Ringspule: €y

Symmetrie = B(7) = B(r) - €,

7{5(?) ds = 2nr - B(r)

ol {,LL()N]O, innen
O p—

1l

0 , sonst

(L1

wefl

1

V

o

Windungszahl N

_ N 1o

B(r) = —~ | im Inneren der Spule

2T r

Aul3enraum feldfrei



3.6. Das Biot-Savart-Gesetz

Problem: Linienstrom | entlang eines beliebigen Weges c

-

-y _ B(r
Biot-Savart-Gesetz | . /(2
- 1 ds
A(F) = IL;L _,_S_, —
T J. |T—5 S =
=, ,u()[ r—S§ .
B — X d
P =" L r—sp <%

Beweis: — Tafel



Beispiel: Stromschleife A 7
Magnetfeld auf der z-Achse:

0 COS ¥
r=1 0 , S=R| sinyp
2 0
— sin @ e 9
d§R( COS (¥ )dg@ a=Tie;
0

7 —§| =+/R2+ 22 (const. auf c)



(Fr—8§)xds=| —Rsingp | X R cos ¢ dy
2 0
— Rz cos ¢
= —Rzsin @ dy




mit Magnetisches Dipolmoment

ﬁmzla




Allgemeines Resultat fir || = r > R:

@m

\'

B(7) = ZSTZ:E (2cos0 - €. +sinb-€y) G= rR?E,
~ 2 Dipolfeld
T

Bemerkung: Resultat gilt fir beliebige Form der Flache.
Das magnetische Dipolmoment ist eine charakteristische Grofie!




3.7. Die Lorentz-Kraft

L,

Experimentelle Beobachtung:

F=qg-(E+3UxB
Q<T+T)

Coulomb- Lorentz-
Kraft Kraft

el



Experimentelle Tests:

a) Kraft auf stromdurchflossenen Leiter —— —>
— n=4#Ladungen g pro Volumen L >
— a = Leiterqguerschnitt
— up = Driftgeschwindigkeit der Ladungen g

)i L
= — =nUupq = J =ngup
a

—

I =nvpaqg = |J

H_J
#q pro s durch a

dF =nadLqtp x B=jx BdV
#Ladunz;en In dL

jdV =1dL = dF =1I1dL x B



Spezialfall: Zwei parallele Dréhte ,  dL

2, —
5 _ Ho /lg(dp
|, durchDraht1=> B = —1 = r
; o T & ! B(I)
= Kraft auf Draht 2: dﬁ =I5 dl_j X é l U -
€
o L1l I
21 7
=S Anziehung, falls I, und I, gleichsinnig
al L &, {AbstoBung, falls 1, und I, gegensinnig

F I[1 T 72
Kraft pro Lange: ~ — _ Ho i1tz hi=l=I Ho

L 27 r 2T T

Einheit 1 A wurde oben so definiert, dass 1O Def 2.107 " —=

27T Am



b) Fadenstrahlrohr:

1 | 2eU
—mt =el = v=4) —
2 m

2

muv muv
R —ecvB = Rze—B
V20U

Cmn e/m

dinnes Gas
(Argon)

Alternative Methoden zur e/m-Messunq:

Kathodenstrahlrohre mit tUberlagerten E- und B-Feldern

(— Grundlagenpraktikum)




c) Barlowsches Rad:

Rad

Achslager
Achse

Lorentzkraft auf Elektronen
Ubertrégt sich durch Reibung der
Elektronen im Metall auf das Rad



d) Hall-Effekt:

| @
+@

Fehlstellenleitung
LOcher in p-dotierten Halbleitern

Elektronenleitung
Metalle oder Halbleiter




Bog 1 — bali
. /L g

D
Spannung /)V —1 >

Uy, g / e. 13 %
o

+@

Quantitativ flr einen Ladungstragertyp: ~
Magnetische Kraft pro Volumen: nqvp X B

Elektrische Kraft pro Volumen: ngq EH « Hall-Feldstarke

(durch Ladungstragertrennung)
— EH:—ﬁDXB:—]
ng

. o (;XE)E Bb
jcm:/Emﬁ:bH:— _ I
ng ng




5

) /{Zbd!ﬂ o

Hall- Up
Spannung </>V . — & >
Un _ / e 10 4
e
— |+
jBb
Quantitativ fiir einen Ladungstragertyp: Uy =
ngq
! IB
= — = Up = Rp—-
77 bd d

1
Hall-Konstante: Ry = ——

ng



B/il = bd|j|

+ ( —_—
Hall- Up
Spannung /)V —1 & >

Uy, ~ / €. [p %
@

+@

IB 1
Ugy=Rg— mit Rg=-——
d ng

Metalle, n-Halbleiter: g=~-e = U,>0
p-Halbleiter: q=te = U,<0

n(Halbleiter) « n(Metalle) = Halbleiter-Hallsonden sehr sensitiv
(B-Feld-Messung bis 107° T)



3.8. Magnetische Felder in Materie
3.8.1. Magnetisierung

Problem: Statische magnetische Felder in Materie

atomarer magnetischer Dipol: ACD
pm=1-a=qu- 7TR25w — §QR2¢3 Atomkern|s —

5/(2m) L
L=Rxp=mRxv=mR& : e(‘lm
- ﬁm:&.fj ad = TR°€E,

2m
Bohrsches Atommodell: ¢ = —e, m=m,., L =/(h, £ =0,1,2,...
A Bohrsches Magneton

= |P| = =
Pl = ome — M g = 9.2742 10724 Am



Magnetischer Dipol im Magnetfeld:

cos 6
cos(wt) — sin(wt)
r=R | sin(wt) ., U= Rw cos(wt)
0 0

cos  cos(wt)
cos 0 sin(wt)
— sin 0 cos(wt)

— cos 0 sin(wt) cos(wt)

sin 0 cos? (wt)



Drehmoment:
3 3 — cos 0 sin(wt) cos(wt)
M =7x F =qR*wB sin 0 cos? (wt)
0
Gemittelt Gber einen Umlauf:
0
— 1 —
M (pm) = §qR2wB sinf | =pm X B
0

Magnetisches Moment wird entlang B-Feld ausgerichtet!



Potentielle Energie des magn. Dipols:

Drehe Dipol gegen rticktreibendes Dreh—
moment von 0 nach 8 — verrichtete Arbeit
geht in potentielle Energie:

—

M

= pm B sin 6

0
AE o = AW = me/ sin @’ d0' = —p,, B cos 6 + const.
0

Nullpunkt der potentiellen Energie beliebig — Epot = — ﬁmB

Kraft auf Dipol im inhomogenen Magnetfeld:

—

F = —grad Epor = Z Pm, grad B; (1)
s = i - (grad B(7))



Magnetisierung: Ausrichtung atomarer magnetischer Dipole

I. Durch auRere Magnetfelder induzierte atomare Ringstrome
Il. Permanente atomare Ringstrome (¢ > 0)
111, Eigendrehimpulse (Spins) ungepaarter Elektronen

a) AuRere ,freie” Stromdichte (nicht im Material induziert)
erzeugen ,,.Vakuum-Anteil” des Magnetfeldes:

rot BVakuum — Mo jfrei

Magnetische Erregung: FI = — éVakuum — 10t FI = ffrei
20

b) Im Material induzierte Stromdichte erzeugt Magnetisierung:

rot BMaterie — MO jMaterie

. -_ 1 = y S
Magnetisierung: M = — Buaterie = ot M = JMaterie
Ho



Fazit: Magnetostatik in Materie | Nenne jirei = J

E — EVakuum + EMaterie = M0 (ﬁ =+ M) =

—> 1 —> —>

H=—B-M
Ho

(Materialgleichung)

Ohne Bewelis: Magnetisierung = mittleres magn. Moment pro Volumen

Nach Definition: rot H = j  (Feldgleichung 1)

Auch im Material gibt es keine magnetischen Monopole!

Folgerung: div E — () = (Feldgleichung 2)




3.8.2. Magnetische Suszeptibilitat

— —

Definition: M=xm- -H
'\

magnetische Suszeptibiliat
(Materialparameter, ggf. H-abhangig, T-abhangig, Zahl oder Matrix)

—

5 = po (FHM) = pto (1 + xm) H = ppoH

relative Permeabilitdt: 14 = tr = 1 + Xm

rot B = pifio]
div B = 0

Feldgleichungen in Materie:

Faustregel: Flr homogene isotrope Medien ersetze in allen
Formeln flr das Vakuum einfach p, durch p-u,.




Beispiel: Spule mit Eisenkern

b = pponl

(innen)

Stoffklassen:

Kraftwirkung:

1.
2.
3.

Streufelder entweichen

im Unendlichen }B =0

=]

: : 7.
Elsenkern;,’ u  Wicklungsdichte n

Diamagnete:
Paramagnete:

~erromagnete:

B

<0
§m>o Xm| < 1
m

Xm>0  Xm > 1

—

M
M .
diamagnetisch

—

M

\Q
para-/ferromagnetisch




Messung von
» Faraday-Methode:

~1 m
Epot =— Y pmB=-VMB'm —v>;—132
0

Probe_ [ |2|Skala

s

]
M
e
P
"4
el
N
"d
A
A
s < |
Innnnnnnnnnni

E.. m B
F, = —9Zpot _ oy xm pf05
or Lo \Or <0

sign ;. = —s1gn X'm

» Gouy-Methode:

Epot = —a (20 —2) MB mne
eingetguchtes
\Volumen
OF o ~1 -
F,=——F ' — _oMB'~ —X—aB2
0z Ho

homogen




3.8.3. Diamagnetismus

» abgeschlossene Elektronenschalen — ¢ = 0, kein Spin

= Kkeilne permanenten atomaren magnetischen Dipolmomente
» Induzierte Dipole wirken abschwéchend ( < Lenzsche Regel, s.u.)

Abschatzung der Grolienordnunag:

MeV?

2MeV

B
' - P = AF =~ ~
Zentripetalkraft 7 = 7 Av ~ quB
q q q o
Pm — §R2w — §R?} = Apm ~ §RAU A e?em
Atomkern B’
R=~1A|B~=1T [q=-e
@?‘R > e
’R? €
Apm~ L B 10" up
4Am, _ 1, q, M,
Pm = 5qR°W
*/=0: Diamagnetismus, sehr kleiner Effekt

*( >0 Poyomar > 4P, = Para/Ferromagn.



3.8.4. Paramagnetismus
Permanenete atomare magn. Momente p,,: statistisch orientiert

B=0: Z P =0 = M =0 Bo
v,
B£0: EF ..+ = —p B -
pot Pm £ €O5 0 B (extern)

Thermisches Gleichgewicht (Boltzmann-Statistik) =

1 dN Epot PmB

cos 6 x e~ kT = ¢ kr €080
4 ) = N dcosf

(wobei N = #magn. Momente pro Volumen)

Kleine Magnetfelder bzw. hohe Temperatur = py, B << kT

m B
p(cosf) ~ A <1 | ka COS 6’) A = Normierungskonstante




P B B
p(cosf) ~ A <1 | L COS 9) Do
6
Abklrzung: -
X = COS 9, — 1 <z < +1 B (extern)
Normierung:

+1 +1 B
pm 1
] = dr = A 1+ dr =24 = A=

Mittlere Ausrichtung = Magnetisierung

+1

M:Npm<cosﬁ>:Npm/ p(x) - xdx
—1

Np,, [T B Np?2
:%/ <x+p—x2>da:: Pm
—1




Curie-Gesetz

M M prn Dm
= Xm = 77 Mo T o = Mo—ngMs
j
M LI
Mg | 5o e e A e <« Sattigung
MS — Npm

Ende des linearen Bereichs

B

Beispiel: p,,=1ug B=1T T=20°C = M=8-10*Ms winzig!




3.8.5. Ferromagnetismus

« Atome/Moleklle mit ungepaarten aulleren Elektronen = Spin = p,,

« Quantenmechanische Austauschwechselwirkung der Elektronen =
permanente atomare magn. Momente p,.: spontan kollektiv orientiert

* Bsp.: Eisen (Fe), Cobalt (Co), Nickel (NI): 3 ungepaarte d-Elektronen

Kein auleres Feld
= Zustande
minimaler Energie
haben M, = 0

— Magn. Domanen
(Weilische Bezirke)
spontan magnetisiert

Kritische Temperatur
(Curie-Temperatur T)

[ Ferromagnetismus falls T < T

Phasentbergang

| Paramagnetismus falls T > T



AuReres B-Feld = Wandern der Doménenwénde,
Ausweitung der Doménen
= horbares Barkhausen Rauschen (Umklappen der p,,)

Energieverbrauch (gewonnen aus potentieller Energie der p,, im B-Feld)

Magnetisierungsweg: Folge benachbarter lokaler Energieminima
= abhangig von Vorgeschichte = Hysterese-Kurve

Elektrodynamik M
1 Remanenz
W /—BH — B .
2 Koerzitivfeld Neukurve
AWy, = ,u,uoH dH = HdB N S
1 B
= —MdB
Xm

1
%dwm — — Qo MdB = Warme Flache = %MdB
Xm



