5. Elektrodynamik — Elektromagnetische Wellen

Quasistatische Naherung:  p(7,t) j(7,t) E(r,t) B(7,t)

divE = 2 div B = 0
€0
. OB S .
rOtE:—E rOtB:ﬂOj

5.1. Der Maxwellsche Verschiebungsstrom

. . .= Op
Ladungserhaltung = Kontinuitatsgleichung  div 7 + a =0

Jedoch: fig divj’ = divrot B = 0 Widerspruch!!!

Die Gleichungen der Quasistatik mussen unvollstandig sein!



Beispiel: Laden eines Kondensators

. E(t)
eg s - -
_{\ j(1) s j(1) s
J\Flachea
Q1)



Wahle andere Flache mit demselben Rand s:

Flache a

Weg s 2

Widerspruch!!!



Flache a

Weg s 2

KJ@@)

%éd?”:/rotgd&’:u()/fd&':() %+ ol (1)

Beobachtung:



%éd?”:/rotgdc_i:,u

I(t) = Q(t) = 74 0 2F 4z =

vz Ot

= Problem reparierbar durch Einfuhrung von

- OF
Maxwellsche Verschiebungsstromdichte 9y, = 605
. OF

Folgerung: rot B = 1o (7 +jv) — MOJ‘F GOMOE




Experimenteller Test: Nachweis magnetischer Wirbelfelder
um zeitlich veranderliche Strome und zeitlich veranderliche
E-Felder mit Induktionsschleifen (Antennen).

Uind Uind
/1
BY\. b §
(T (T
j(t) J(t) s
V VE(W)
rot B = ,u()j rot B = eo,uoa—E



OF
rot B = 10] + €ofto——

ot
Folgerung: Ladungserhaltung
. . . .
0 =divrot B = pugdivy + eo,uoa div
- 0 p - 0p
o div _ div 7 -
fo A1V ] +€O'u08t - 1o ( 1V ] 8t>
> Op
= divj =0
T

Kontinuitatsgleichung



Abkulrzende Bezeichnung:

1
c= — 299792458 m/s
v/ €00 /

Wir werden zeigen: c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit
elektromagnetischer Wellen (Lichtgeschwindigkeit).

Fol t B . 1 OE
olgerung: ro — |
gerung HoJ 2 ¢

Bemerkung: Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen In einem Schaltkrels « ¢ = Beitrag des
Verschiebungsstroms ist vernachlassigbar klein =
Quasistatische Naherung war gerechtfertigt




5.2. Die Maxwell-Gleichungen

Wir beschranken uns auf E-, B-Felder ohne Materieeffekte

(e=p=1)
Maxwell-Gleichungen
divE = £ div B = 0
€0
. 0B , . 10E
rot b/ = rot B = ugg 4
Ot HOJ 2 "oy
Bemerkung: in Materie
mit EOH0 = — 1
C CMaterie —
\V/ ELEQ MO




divE = £ div B = 0

L . 1 0E
t B = t B = uqi 4
o o IRy 2

Wir benotigen nun zeitabhangige Potentiale:

o(r,t)  A(T,t)




5.3. Elektromagnetische Wellen

Untersuche E-, B-Felder im Vakuum — p = 0, ;E 0

divE = 0 divB = 0
. OB L, 10E

tF = ——— t B =
Ho ot to 2 ot

5.3.1. Die Wellengleichung
Rechenregel fur Vektorfelder:

rot rot V = orad div V — AV

mit

AV, 2 2 2
AV = | AV, mit AV, = 0 ‘2’3 + 0 ‘gx + 7 Zﬂj etc.
AV, Ox oy 0z




divE = 0 div B = 0
L OB L, 10E

rOtE:—E I‘()tB:CQ 8t

Spielen mit den Maxwell-Gleichungen:

rot rot £ = orad divE — AE = —AE

OB B, . 1 92E

rot rot £/ = —rot a7 — 5 rot B = 2 5
. 1 0%E
Folgerung: AF =
c2 Ot?

Wellengleichung mit Phasengeschwindigkelt c



1 02F

AE =
c? Ot?

Ausgeschrieben in Komponenten (zur Verdeutlichung):

0°E, 0°E, O0°FE, 1 O%FE,
ox2  Oy2 = 0z2 c? Ot?
O°E, 0°FE, 1 0°E,
ox2  Oy2 072 c? Ot?
0°E, O0°E, O°FE, 1 O°FE,
0x? O0y? 072 c? Ot?




5.3.2. Das elektrische Feld ebener elektromagnetischer Wellen

Betrachte einfachen (aber wichtigen) Spezialfall:

—

ebene Welle:  E(z,y, z,t) = E(z,t)

Wellengleichung (ebene Welle): AF OE _ 1 0°E
eliengileicnung (epene vveitlie). — = =
’ ’ 0z2 2 Ot?

LOosungen:
E(z,t) = Ey - f(z % ct)

mit EO = const.

f(...) = beliebige Funktion, zweimal differenzierbar



Wellengleichung (ebene Welle): AF OE _ 1 0°E
elengieicnung (enene vvelie). = — =
’ ’ 0z2 2 Ot?

Losungen:
E(z,t)=Ey- f(z £ ct)

mit EO — const.
f(...) = beliebige Funktion, zweimal differenzierbar

Probe 1 (Wellengleichung):

0’°E .
ﬁ p— EO . f//(Z 1 Ct)
2 —>
=By (£07[" (= £ et) = By - (2 % ct)

= Wellengleichung erfullt



Wellengleichung (ebene Welle): AF OE _ 1 0°E
elengieicnung (enene vvelie). = — =
’ ’ 0z2 2 Ot?

Losungen:
E(z,t) = Ey - f(z % ct)

mit EO — const.

f(...) = beliebige Funktion, zweimal differenzierbar

Probe 2 (Maxwellgleichung):
oF,
0z

Dies muss fur alle z, t gelten, und E-Feld soll nicht konstant sein!

— EOZ:O

divE=0 < :0¢>Eoz-f/(2‘::ct):0




E(Z,t) — E() ~ f(Z T Ct) ] EO L é;;

\ )

Phase

Bemerkung 1: Punkte konstanter Phase bilden zu jeder Zeit t
Flachen senkrecht zur z-Achse (<> ebene Welle).

t1 to > 11

: : f(Z — Ctz)
I I
<1 29 ;
<2 — #1
21 —Cl1 = 29 — Clog = C=
to — U1

Bemerkung 2: Phasenflachen bewegen sich mit Geschwin-
digkeit ¢ In £z-Richtung. ¢ = Phasengeschwindigkeit




Spezialfall: Harmonische ebene Welle

E(z,t)

— Eysin(k(z £ ct)), Ep L é,

Theorem: Jede LGsung der vollen Wellengleichung kann als eine

Uberlagerung harmonischer ebener Wellen geschrieben werden.

{ =

const.

E(z)4 Lo sin(kz -+ const.)

=

NN,

Wellenléange
\=2n/k

k = Wellenzahl

/

X

2z = const.

E(t)A Ey sin(wt + const.)

N

I
I
! Periode :
I< >l
=1/v =2n/w
w = ck
Dispersionsrelation




5.3.3. Polarisation elektromagnetischer Wellen
E(z,t) = Eysin(kz —wt) mit Ep L &,

linear polarisiert <> E-Feld schwingt entlang fester Richtung
Transversal polarisiert < E-Feld schwingt senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung (z-Richtung)

Polarisationstypen: linear, zirkular, elliptisch

— Uberlagerung ebener Wellen verschiedener
Polarisationsrichtungen, Phasen bzw. Amplituden

(normales Licht: statistische Uberlagerung — unpolarisiert)

Beispiel 1: linear

E.(z,t) = E,osin(kz — wt)
E,(z,t) = Eyosin(kz — wt)




Beispiel 2: zirkular

Z
rechts zirkular / E
E.(z,t) = Egsin(kz — wt)
E,(z,t) = Eysin(kz — wt + 7/2) \ .
= FEycos(kz — wt) z = const.
Z
links zirkular
E.(z,t) = Egsin(kz — wt) /;\
E,(z,t) = Eysin(kz — wt — 7/2) ;(
= —Fy cos(kz — wt) \/
z = const.




Beispiel 3: elliptisch

E.(z,t) = Eyosin(kz — wt)
E,(z,t) = Eyosin(kz — wt + 7/2)
= E,o cos(kz — wt)

E.(z,t) = Fysin(kz — wt)
E,(z,t) = Egsin(kz — wt + ¢)

... und Kombinationen hiervon




5.3.4. Magnetfeld elektromagnetischer Wellen

Exemplarisch: linear polarisierte e.m. Welle in z-Richtung
E(z,t) = Eyé, sin(kz — wt)

9B B 0/0x Eysin(kz — wt)
——— =rotE=| 0/0y | x 0 = Fyke, cos(kz — wt)

9% 8/0z 0

Folgerung fur zeitlich veranderlichen (Wellen-)Anteil von B:

- 1 1 -
B = —FEpkey sin(kz — wt) = —ké, X B
W W

Allgemeln: =

1—» —
B=—kxFE
W

mit k = Wellenzahlvektor in Ausbreitungsrichtung






5.3.5. Energietransport durch elektromagnetische Wellen

Energiedichte der ebenen Welle:

1 - 1 =, 1 = 1 1 =, = ,
=|=eFE’+ —B? = —¢FE? + — —FE* =10 ¢ 7
W= R T SR P> 0

Energiestromdichte (Intensitat) der Welle: durchstromte
Energie pro Sekunde pro Flache (L] Ausbreitungsrichtung)

I = cw = egcE?

Energiestromdichte als Vektor in Flussrichtung:

. E x B - B X B
Poynting-Vektor S = Ié}, = [ ——— = egcE? =
E x B, E?/c



Bemerkung: Konzept fir beliebige elektromagnetische
Felder anwendbar

Energiedichte:

w=~eE?+ — B2 = - (ED + BH)
2 2140 2

Energiestromdichte:

— ]_ — — —

S=ePExB=-—ExB=ExH

Ho
Energieerhaltung (im Vakuum):
-0
div S Y 0 = Kontinuitatsgleichung

ot



5.4. Offener Schwingkreis & Hertzscher Dipol

Ubergang: offener Schwingkreis i
= ! g
B 0 ==
E, B lokalisiert und getrennt B»
V

nur F lokalisiert
E Berfiillen den ganzen

* Quasistatik versagt Raum

 Eigendynamik der Felder wird wichtig
 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen




5.4.1. Dipolantenne
- Antenne
(Sender/Empfanger)

Dampfung:
: 1) Ohmscher Widerstand
der Antenne

2) Abstrahlung elektro-
magnetischer Wellen

Sender mit induktiver Energieeinspeisung:

A
Ungedampfter 1
i 12 y
—— Energie> Oszillator L (Lange)
(=) wg
\Z

w, =~ Resonanzfrequenz = ?



Anschauliches mikroskopisches Modell der Stromschwingung
In der Antenne:

A

\4

feste Ioﬁéanmpf
(Gesamtladung Q)

frel bewegliche Elektronen

(Gesamtladung —Q)

Bewegung der Ladungs-
schwerpunkte = winziger
schwingender Dipol

p(t) = Qdg sin(wt)
= e

do < L

U(Q) < CAntenne =

C

NG

p(t) = Qu(t)
= Quwd cos(wt)



Stehende Wechselstromwelle:

[(z,t) = Iy sin(kz) sin(wt) N
o Z :
= [j sin (QWX) sin(wt) I(z, 1)

mit I(O,t) = I(L,t) =0
Erste Resonanz:
A=2L, k=n/L, w= TCantenne/L

= Retardierung

5(772775 _)




5.4.2. Das elektromagnetische Feld des Hertzschen Dipols

—

_ &/J(ant—"“lz/c) v,

47‘(‘ 12

Mikroskopischer Dipol
am ursprung:

> o -, v cos(w(t —r/c)) _
A( ,t): Ep(t—T/C): EQ d() ( (7“ / ))62
t—k
— @deo COS(w T) étz ] mlt k — CU/C
4 r

Kugelwelle



Po
_, - 0A 0A
B(¥,t) =rot A = = =0 0
(r,t) = 1o ( 9y 5 )
o [ Zin
— . = r —
Ameqcirs 22 G T
-~ B 1 D, Bl _ 1 OF
HoJ >
cs Ot
Nahfeld Fernfeld
Dynamik der Strome Eigendynamik der Felder
Bl oc 7 ? Bl ocr!
wichtig nahe Antenne dominant fir » > L




Die Rechnung (flr Enthusiasten):

Hilfsformel'
ar 1 T
x2 + Y2+ 22 = L2 = —
or \/ y* 2\/22 + % + 22 r
or x oOr 'y Or =z
— — = — - - = =
or r Oy r 0z r
Retardierte Zeit: 7 =1 —1/c
. R o ap(T L
p(r) =p(r)e. , plr) = d(T ) - p(7)e
op(t) - dr . . x
8]5’(7') SN Y 6}5’(7’) o R
= .= i) S







A AN
Analoge Rechnung fiir E-Feld = Po

&, X (€. x p)

— 1 t— L
i) rn — -
fe dmegc? r
_, p(t —r/c)|sinf -
‘Efern‘ — ‘ ( 1 /2)’ — C- ‘Bfern‘
TEQC™ - T
Nahfeld firr — 0 Fernfeld
E.., oxr o Fey 07 1sinf
E, B 90° phasenverschoben E, B phasengleich




Die Rechnung (fur echte Enthusiasten): 1

c? Ot
5_ 1 p(r) +2p(r) [ 7
b = dree rot/ 3 ( g ) dt

L ( 7 ) . p(r)  p(7)
= rot f(r,t) T mit f(r,t) = —= + ——

of  3p(r)x pf)( x)_Zp(T)x ;b'(T)( :v)

R 1 OF _ R
rotB = —— = E:CQI‘Ot/Bdt

rc

r3c r ric

= 22 p(r) — i Blr) — () = (3f = )> -

r2 r3c2

(LY., (350

r2 r3c2




B= o (500 - 5o = o= (2 - B0

= dmeg \ 12 132
e (B ) (412
.= gy (320 D= 00 = o (=40 (3553 )
T e (R (i_f - %))
ey (14 03) i (553
Beachte: z=7-&, , p(r)é, =)
T R R S

37 (Fp) — r’p 37 (Fp) —r*p | T(Fp) —r*p
= +
dmeg - 10 4ege - T

Amregc? - 73



. 3F(FP)—r?p  3F(FP)—r’p F(FP)—r?p
g srrp) —rp  3r(rp) o (10)2 L.
Ameg - T° Amegc - T Amegc? - 1

bac-cab-Regel: 7 x (Fx p) =7 (Fp) — r’p

3, (€.p(1)) — p(r)  3E-(&p(1)) —B(r) & x (& x p(T))

E =
Ameq - T3 + Amege - 12 + Amegc? - 7
Nahfeld, oc 1/r3 Nahfeld, o< 1/r? Fernfeld oc 1/r
90° phasenverschoben In Phase mit In Phase mit
zum B-Nahfeld B-Nahfeld B-Fernfeld




Ubergang vom Nah- zum Fernfeld ~ &-Feld ﬂ e

Strom /

 Abstrahlung o«sin 6 @

(hauptséachlich [ Antenne)
* In grolier Entfernung annahernd @i@ = t44T

ebene Welle, linear polarisiert




E- und B-Fernfelder

il

‘ i (7 AR i i |
4312 3 2W2 2 11!2 1 w2 o0 1!2 1 11!2 2 2uz2 3 31]2 4
(b)



5.4.3. Abgestrahlte Leistung

Energiestromdichte:

~ 5(4 — . 6) 2
I = ’S‘ — E()CEerrn — €pC p( T/C) >
Amegc3r

p = Qdy sin(wt — kr) = pg sin(wt — kr)
= P = —pow” sin(wt — kr)

| §\ _ piw*  sin® 6
1672€egc 12

(zeitlich) mittlere Energiestromdichte:
g piw*  sin® 6

- 32m2¢pc3 12

sin®(wt — kr)




2 4 . 92
_ W sin“ 6
g Yo

32m2€egcd 12

Abstrahlcharakteristik (festes r)

Mittlere Strahlungsleistung (alle Richtungen integriert):

B 27 pngl ‘I s
P:/ / Srésinfdb do = 3923 °27T/O sin” 6 df

= Pow’ / (1 —u?) du (mit u = cos6)
—1

167egc?
_ pw? 48 pAw? _I\/Ierke:
16mege® 3 12megc? P x w4



Beispiel: Himmelsblau

Streuung von Sonnenlicht an N- und O-Atomen der Atmosphére

Strahlungsintensitat des
Hertzschen Dipols

S| oc w? sin? 6

Elektronenhiille
eines Atoms

3 N\

PN

 Blau wird viel starker gestreut als Rot

— blauer Himmel

Schwi d : :

Ladlfng\'\;!;%wegrpjﬁé e Streuung azimutal symmetrisch
= Hertzscher Dipol  Keine Streuung entlang der Dipolachse
— keine Streuung entlang des E-\ektors
von des einfallenden Strahls
Sonne rotlich
well3

unpolarisiert Polfilter-Anwendung in Fotografie:

« Abdunklung vom Himmelsblau,
N dramatische Stimmung
blaulich

‘>« voll polarisiert « Veranderung des Farbkontrasts

unpolarisiert




5.4.4. Strahlungsdampfung und Freguenzspektrum

Hertzscher Dipol — schwingende Ladungen, Amplitude d,, Masse m

— 1
Mechanische Energie: W = W = Qmwzd%

Energieverlust durch Strahlung:

127eqc 127egc3
2 2
- — w
= W=—W mit ~v= ¢
6megme’

= exponentielle Strahlungsdampfung: W(t) _ Woe—fyt

— Hertzscher Dipol als gedampfter harmonischer Oszillator
— Energiezufuhr duch externe Anregung des Oszillators



Beispiel: Strahlung von angeregtem Atom

m=me,=9-10""keg Q=-e=-1,6-10717C
2TC

A ~ 500 nm W=~ 3,810 s
v=9-10"s"" T:%:1,1.10—83
Wor4-10719] do~8-10""'m
dW

= AW~ -3,6-10"11W

|,

Far 1 Watt Lichtleistung mussen pro Sekunde etwa
3-10% Atome angeregt werden!



Anregung des gedampften harmonischen Oszillators

= Resonanzkurve mit Breite Aw =~ (vgl. 4.4.6.)

+  Amplitude d, +  Leistung P o dj
gl
d{)nax

V2

i
Lo

Beispiel: Atomanregung (s.0.)
v=9-10"s"1 wo = 3,810 g1

— —— =24-10"%  sehr scharfe Spektrallinie



5.4.5. Abstrahlung einer beschleunigten Ladung

Efernp Btern ~ P X dO — a

~—

A A Momentaufnahme eines
CY |nterpretation d’ Hertzschen DIpOlS
| >
Q O Q @<—Ladungsschwerpunkt
der freien Ladungstrager
Antenne

Beschleunigte Ladungen strahlen (in ihrem Ruhesystem)
e.m.-Wellen aus (Dipolstrahlung mit Beschleunigungs—
richtung als Dipolachse)




Anwendung: Rontgenstrahlung

Vakuumrohre ,,Bremsstrahlung*

Gliuhkathode Anode
-

—ie>
Atomkern im

o
Anodenmaterial
RoOntgenstrahlen

(X-Rays) zur Patientin

Anwendung: Synchrotronstrahlung (— Beispiel: BESSY II)

Elektronen-Synchrotron

: ) — Strahlung ist...
Radius typisch 100 m B A

E * Intensiv & eng gebundelt
> * kurz gepulst

* breitbandig (bis X-Rays)
* polarisiert

Synchrotronstrahlung



5.4.6. Das elektromagnetische Spektrum

Frequenz v = 'Hz|

W
27
C

Wellenldnge A\ = Im)|

1%
Photon-Energie £ = hv = hw [eV]

Plancksches Wirkunsquatum

h=6,626-10"%*Js, & &

T or

Photon = elementares Feldgquant des e.m. Feldes

Sichtbares Licht: 400 nm (Violett) ... 700 nm (Rot)



kosmische Gammastrahlung:
E, <10"eV =100 TeV
A21072m

10% 10 10™ 10" "% 1% 10" 10"
| | | | | | 1 |
Gamma- Rontgen Mil<ro-
d LNV |1 Infrarot
strahlung strahlung wellen
| | | | I T | | | i
w' 1w o' o™ w® o w0t 107

= - -
- -
- -
- - - —
e -
- - -,

e sichtbares Spektrum

Ultralangwelle:
v~=1Hz
A = 300000 km

« steigende Frequenziy in Hz

0% 10° 10° 107 10
| | | | | 1 |
Radio-
Langwellen
wellen
| | | | |
10" 10° 10° 10° 10%

-+ steigende Wellenldnge A in m

-
-

Sichtbares Licht
(nur eine Oktave)

500
- steigende Wellenlange A in nm

00

00



