Dieses Notebook behandelt die Bewegung auf einer Kreisbahn, die Zentripetalbeschleunigung und Zentripetalkraft, aber auch die Darstellung der
Kreisbewegung mittels komplexer Zahlen.

Die Bewegung eines Karpers auf einer Kreisbahn ist definiert duch die Bedingung dass der Abstand des Kérpers vom Kreismittelpunkt konstan bleibt,
d.h.

V"l:rz + -y2 = const
Wenn wir die Position des Korpers statt im karthesischen Koordinatensystem (a:, y). in Polarkoordinaten (-r.. q.":) mit
{2 2
r=gjT 4y

und

angeben, dann ist diese Bedingung deutlich einfacher zu formulieren, namlich:
r = const
Wir kénnen einen Kreis in Polarkoordinaten auch sehr einfach graphisch darstellen:

In [1]: phi = linspace (0,2%pi,40)
r = ones((40,1))

polar(phi,r,".")

# Hier vwo v

gcat;jset_rmaxtl.S}
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Moch einfacher geht das Rechnen, wenn wir fiir die Definition der Punkte auf dem Kreis komplexe Zahlen verwenden.
Komplexe Zahlen

Z=7,+i-7,=W7+i 32|
haben einen Realteil und einen Imaginarteil, wobei der Realteil Z, mit [Z] und der Imaginarteil Z; mit J[Z] bezeichnet wird.
Komplexe Zahlen sind ebenso 2-dimensional, wie unser Kreis und eignen sich daher sehr gut, um im 2D-Raum zu rechnen.
Ein Kreis wird nun sehr einfach durch die komplexe Funktion des Winkels ¢ beschrieben:

f(9) = € = cos(¢) + i - sin(9)
denn

Rf(¢)] = cos(¢)

und

J[f(¢)] =sin(4)



In [2]: # Die komplexe Exponentialfunktion
z=eXxXp (1j¥phi)
§ Jetzt kénnen vwir die komplexe Funktion darstellen
plot(z.real,z.imag,"'."')
xlabel ('Re[f(x)]")
ylabel ('Im[f(x)]")
x1lim(-1.5, 1.5} 2
ylim{-1.5, 1.5) #
gca() .set aspect('equal') #
gca() .grid(color="gray', linestyle
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Re[fix]]
Es gilt i = —1 . sodass
i-flé)=1i-€% =i-cos(¢) —1-sin(¢)
Daraus folgt:
Rli- f(¢)] = —3lF()]
und

Wir kénnen auch diesen Zusammenhang graphis

i f(#)] = Rlf(e)]

ch darstellen und zeigen, dass eine Multiplikation mit 4 einer Rotation um 90° entspricht.

In [3]: phi = linspace(0,pi/f4,5) # phi l3uft on 0 bis Z2+*pi
r = ones((5,1})) # r hingegen ist konstant fiir den gesamften Kreis
# Hier generieren wir die komplexen Zahlenfelder z und i#z (1 = '1j' in Python)
z = exp(lj*phi**2)
zi = z¥*1j
# Der Rest ist nur fiir die schéne Darstellung
plot(z.real,z.imag, 'b.")
plot(zi.real,zi.imag, "ro")
xlabel ("Re[f(x)]1")
ylabel ("Im[f(x)]")
x1lim(-1.5, 1.5) # Definiert die Endwerte auf der Abszisse
ylim(-1.5, 1.5) # Definiert die Endwerte auf der Ordinate
gca() .set_aspect('equal') # Bewirkt, dass der Plot quadratisch wird
gca() .grid(color='gray"', linestyle='dashed') # Stellt Hilfslinien dar
# Nun kénnen wir auch noch die jeweils letzten 2 Elemente unserer Serien mit Linien
z1l = array([=zi[-1],0,=z[-111)

plot(zl.real,zl.imag, "g"}
z1 array([zi[-2],0,2[-211
plot (zl.real,zl.imag, "kE——"}
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Wir kénnen jetzt die Bewegung eines Kérpers auf einer Kreisbahn auf mehrere Arten darstellen.
Wir kiinnen schreiben
7(t) = z(t)\ _ [ reos(e(t)) | _ [ rcos(wt)
ylt) rsin(@(t)) rsin(wt)

f[t) — ,rgiu.'e

Lo (BT _ (B
re) = (mtm ) - ( Jre ] )

Méchten wir jetzt die momentane Geschwindigkeit wissen, dann berechnen wir einfach 3?}3’&:

S 5F _ (D%[iu:re"zt]) . —Jre™] . —u(t)
ot J[iwreh’t] m:’]"eﬁt] z{t)

Dieser Vektor steht immer senkrecht auf dem Vektor 7, da

(2) () (7)o

Machten wir jetzt die Zentripetalbeschleunigung wissen, dann leiten wir einfach emeut nach der Zeit ab:
T B e I R e WY () A W
AP =UV=| s 5 s =w o at =w = —wr
S w re™t] —J[re™*] —y(t)

Im folgenden betrachten wir einfach die Umlaufgeschwindigkeit eines Satelliten um die Erde.

Wir kénnen aber auch schreiben

und dann

Damit dieser nicht vom Himmel fallt, muss seine Geschwindigkeit so gro? sein, dass die Erdbeschleunigung gerade gleich der Zentripetalbeschleunigung
fr eine Kreisbahn des gewlnschten Radius ist.

In [4]: from scipy.constants import g # wir Importieren die Exd:

# Die Geschwir

wv=sqgrt (g¥r)

# Wir stellen jetzt d
plot (r/1000.0,v/3.6)
¥label('r in km'})
vlabel ("Geschwindigkeit v in km/h')

title ('Geschwindigkeit won Satelliten in verschiedenen Orbits')

r
-1
Fa
H
oy
o
[
ta
.
[
5]
=
o
=N
[s]
H
[+}
]
[
e}
i
[+ %
s
E
ta
+
<]
i
H
[+ %
fr
]

o Geschwindigkeit von Satelliten in verschiedenen Orbits

23500

[
=
=
=]

]
=
=]

Geschwindigkeit v in km/h

500

o 2000 4000 6000 8000 10000
rinkm



Wir kénnen nun auch die Umlaufzeit des Satelliten berechnen

In [5]: # Di
T =

Cut[5]:

# Wir stellen jetzt di

e Umlaufzeit, die der Satellift dann om die En
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plot (r/1000.0,T/60.0)

xlabel('r in km')

vlabel ("Umlaufzeit T in min')
title('Umlaufzeit von Satelliten um die Erde')

<matplotlib.text.Text at O0x5536090>
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