Scheinkrafte

Wir betrachten ein rotierendes Bezugssystem K', in dem ein Objekt sich entlang der x-Achse bewegt, d.h.
in dem System K' wird die Position des Objekt beschrieben durch

z'(t)
)= o
0

Das System K’ befindet sich in dem Inertialsystem K und dreht sich im bezugssystem K mit der
Winkelgeschwindigkeit

um die vertikale Achse. Dabei wird die Bewegung F'(t) in das Koordinatensystem des Inertialsystems K
wie folgt mittels der zeitabhangigen Rotationsmatrix M, fir eine Rotation um die z-Achse
folgendermaBen Ubertragen:

cos(wt) —sin(wt) 0
7(t) = M7 (t) = | sin(wt) cos(wt) 0 | #(t)
0 0 1

Fur den speziellen Fall, dass F'(t) nur eine x-Komponente hat, ergibt obige Vektor-Matrix-Multiplikation
den folgenden Ausdruck

cos(wt)z'(t)
7(t) = | sin(wt)z'(t)
0

Es ist jetzt unser Ziel, die Beschleunigungen im Bezugssystem K’ zu bestimmen. Um das zu tun
betrachten wir zunachst Ableitungen der Bewegung aus der Sicht des betrachters im Inertialsystem K, in
der Hoffnung, dass wir den resultierenden Ausdruck dann so umformen kénnen, das sich die
(Schein-)Beschleunigungen im System K’ daraus ergeben.

Da wir unser Koordinatensystem beliebig orientieren kénnen, bleiben wir dabei, die Bewegung in K’ auf
die x-Achse zu beschranken. Unter Verwendung der Produktregel berechnet sich die Ableitung nach der

Zeit unseres Vektors 7(t) (im Inertialsystem K) dann folgendermaBen:

. dF (1) cos(wt)z! (t) — wsin(wt)z'(t) cos(wt)z' (t) —wsin(wt)z'(t)
F(t) = dat = | sin(wt)z'(t) + wcos(wt)z'(t) | = | sin(wt)z'(t) | + | wcos(wt)z'(t)
" 0 0 0

Der erste der beiden resultierenden Vektoren entspricht der rotierenden Version des Vektors, fir den nur
eine Ableitung nach der Zeit fir die Bewegung im rotierenden Bezugssystem K’ vorgenommen wurde.
Um das zu beschreiben, verwenden wir die folgende Nomenklatur:

cos(wt)z'(t) d
sin(wt)z'(t) | = - K,F(t)
0

Der zweite der beiden rotierenden Vektoren entspricht dem Kreuzprodukt von @ und 7(t):



0 cos(wt)z'(t) —wsin(wt)z'(t)
Ox7(t)=1| 0| x| sin(wt)z'(t) | = | wcos(wt)z'(t)
w 0 0

Wir kénnen also zusammenfassen, dass

d

dt

dF (t)
dt

F(t) =

FO @ () = <% +@x> 7(t)

K’

K

Da wir fur die Betrachtung der Scheinkrafte die Beschleunigungen bendétigen, missen wir die zweite

Ableitung nach der Zeit berechnen. Wir verwenden dafiir den bereits hergeleiteten Ausdruck:
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Der zweite Term in der letzten Summe muss nochmals nach der Produktregel aufgeteilt werden:

d dr(t
% X F(t) +w X r(t)

dw
WX P(t)) =
@xF0) = 3| _

X o dt

KI

Der zweite der beiden termine taucht bereits an anderer Stell ein dem Gesamtausdruck auf, weshalb man

diese beiden zusammenziehgen kann und mit dem folgenden Ausdruck endet:

d?7(t)
dt?

dr (t)
dt

dt

+ @ x (@ x F(t))
KI

X 7(t) + 2w x

K’ K

Woran wir eigentlich interessiert sind, ist ja die Beschleunigung im Bezugssystem K. Diese ist (versehen
mit einer Transformation in das Inertialsystem K) gegeben durch den ersten Term auf der rechten Seite
der obigen Gleichung. Wenn wir nach diesem umstellen, erhalten wir:

d?7(t)
dt?

()
dt?

dw dr(t)

MrotF’(t) = — E » X F(t) — 200 X dt

’—wx(wa(t))

K’ K
Fur eine zeitlich konstante Winkelbeschleunigung verschwindet die Azimuthalbeschleunigung

~ d(& = konstant)
Qazimuthal = dt

x7(t) =0

K’

Es bleiben also noch zwei Korrekturterme zur Beschleunigung F(t) die nur auftreten, wenn wir das
rotierende Bezugssystem K’ fiir die Beschreibung der Bewegung verwenden. Diese sind:

ZiZentrifugal =—wX (JJ X ?(t))
und
. | dF(t)
ACoriolis = —2w X dt
K’

Wenn wir die Koordinatentransformation des Vektors wieder in das rotierende System zurlckvollziehen,
dann entspricht das dem Entfernen der Rotationsmatrix M,.,; und resultiert in folgendem Ausdruck (fir

@ = konstant)

Hierbei wurde



dz?(t) _ Fext

dt2 Kf m

gesetzt, da die externen Krafte der Beschleunigung im Intertialsystem K entsprechen.



